; O 
ورارسا وسل رو‎ 


| 


لاا ا توانا یو د هر که دانا بود 


آ1 * د م 
وزارت اوسن روک 


هندسه و مخروطات 


برای سال ششم ریاضی 


حق‌چاپ محفوظ 


چاپ و توزیع از : 


تسای کے سرک بساک دی اران 


۳۵٥ 
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این کتاب که به وسیلۀ آقا يان : موسیآذرنوش» احمد 
:برشت جھا نگیر شس آوری » عدا لغنیعلیم مروستی» پروفضور 
تقی ةا طمی» با قر نحوی» شادروان محسن هنر بخش نگارش بافته 
بر طبق ماد ةم قا نون کتا بهای درسی واساسنامۂ سازمان کتا بهای 
ددسی اإران برای آدریس درد بیرستا نها بر ګز يده شده است. 
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لرل | > 
4 ا ۱ 
" فهر سمت ملد ر ات س ج 
) عنوان صفحه عنوان ‏ صفخه 
بخش اول - هندسه ا 
قصل اول بردارها خط متقاطع ۷۸ 
ب جمع وتفریق بردارها ۵ به دأیره Ao‏ 
ج تقصویر بردارها ۱۱ ھ _ جهارضلعی کامل ۹۰ 
د - حاصل‌ضرب اسکالر فصل ششم ے تجانس ۶ 
دو بر دار 3 فصل هفتم ‏ انعکاس 
ا اا لات ۱۱۱ 
ب منتکسهای حط و 
ت ب انتقال i‏ 5 
ا“ ٢‏ دایره ۹ 
ج دورال ج غاکس ۷ 


و رین درصفحه ۲۸ 
فصل سوم _ تقسیم توافقی 
الف مقدمات ۳۳ 
ب _ تقسیم توافقی 7 
ح ‏ دستگاه توافقی #0 
فصل جہارم _ قوت نقطه 
الف _ قوت نقطه نسيت 
به دأیره ۴۸ 
ب_ محوداصلی دودایره ۵١‏ 
ee. "8‏ سەدايرە ۵۷ 
د بے دسشتگاہ دوایں o‏ ¥ 
ھ ‏ دوأیر عمود بر هم ۶۲ 
و دو مستلة مهم ۵ 


فصل پنجم _ قطب و قطبی 
| لف مقدمه ۷۹ 
ب مود بها Y۳‏ 


بخش دوم - مخر وطات 
قصل اول ہے مدمه 


مقاطع مخروطی وهوضوع 
مخر وطات ¥o‏ \ 
فصل دوم - بیضی 

الف ے مقدمات ۳ 


ب معادلة بیصی ۵۲ 
ج تصویں دادره A7‏ 
د_ داخل وخارح بیضی ۱۶۱ 
ھ ۔ خواض‌دایرة هادی 

در ییضی FT‏ 
و - دسم بیضی بە كمك 

دایره‌های مهم ¥۴ 
ذز قاطع ومماس وقائم ۶۶ا 


عنوان صفح 


س 


ح- مسائلمی بوط به خط 


مماس ہیں بیشی Y۲‏ 

غل سوم هذلولی 

الف _ مقدمات AY‏ 
ا س معاد لة هدلو لی ۸۸ ۹ 
ج ے داخل وخارج 

هذلو لی 
د - خواص دایره‌های 

هادی ۹ 


ھ _ قاطع ومماس‌وقائم ۱۹۷ 

و مساگلمی بوط د4 خط 
مماس ہر هذلو لی YoY‏ 

E 


الف - مقدمات V۶‏ 


عنوان 
ا داخلوخارجسهمی ¥0 
ج معاد له سهمی 08 
د _ قاطع ومماس وقائم YY‏ 
ھ ۔۔ مسال مر دوط ده حط 


مماس در سھھی YA‏ 
فصل ب پىجم ‏ خو اص مشتّر ك بیضی › 
هذلولی و سهمی ¥ 


الف تعريف هرسه شكل 
به وسیلة مكان مركز يك 
دأیرةٌ متیر ¥( 
ب اعریف هرسه متحنی 
به وسیلۀ کانون و <ط هادی ۳۷“ 
ج تعر یف سه منحنی به 
صورت مقطع مخروط دوار ۲۵۰ 
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به نام دا 


فصلل اول 


را 


آلف ۔ کایات 
در دوجړت مختلف ( از ۸ به طرف 8 Bjl lL‏ به طرف 4 ) مان ؛ 
اگر فرض‌کنیم که جہت جر کت از 4 به طرف 8 باش ؛ , 
وطیه حمل AB‏ راء که روی أن جہتاختار 


ر أین صورت 
شد » بردار ۸8 با حامل 
‘AB‏ : أ : 

ھی حرو دد و چن ھی او سد : AB‏ . در رزوی مکل مز جت را 
به وسیلۀ علامت تیری که در 8 می گذارند » 


ا 


نما مش می‌دهند ؛ اینطور : 


سے 


A. 


A‏ مدا بردار Bs» AB‏ منتهای أن نامہده می شود 
اکریعکی: جهتی که روی قطعه خط 8 گرفته می‌شود»از8 به A‏ 
«اشد ٤‏ یا أن فطع خط حہپت‌دار ٤‏ بردار BA‏ مشخصس می‌شود که آن را 


وس 
84۸4ی نو سند 9 انطور نمایش ھی‌دهہل : 


AÃ 

: منتړای أت س‎ sB أا بردار‎ ll 

بر دار » قطعه‌خطی است که روی آن › جهت اختیار شده باشد (یا قطعه۔ 
خطی است جهتداد ) . ار دو سر وطعه خط › أن را که حر کت از | نحا 
شروع می‌شود » مبداً بردار و سردیگر را منتپای بردار می‌ناهیم . بردار 
را ا دوف هد وو ای ان ادر چا ی ده اتاق وو ا 
یك حرف میۍ‌خوانند ومی نو سند . درخواندن با دو حرف »› همیشه باد 
اول جرف دا را تلف کرد و در نوشتن ET‏ را طرف چ 
حرف هنهی وشت وبالای | نپا این علامت : ج را گذاشت . 

مثلا اين بردار را چنين 


D 
می‌خوانب: برداد 610 با رواد سے‎ 


C a 1 

۷ و می نو سیم ([) اا .y‏ 
are‏ 

اندازہ با قدرمطلق با طول بك بردار» مانند 8 4 طول‌قطعه- 
خط ۸8 است . 

ر استای بردار وواساق هر خطی ست که موأزی بردار رسم شود. 
تحصو ص ٤‏ ا ارا خملوط› همان أست که ازامتداد دأدن در دار بدستث 
ھی ید؛ اتن خمارا که دردار روا ڻا دارد»مګمل ان بردارمی تامند. 

برای مشخص شدن یك بردار » کافی است که : 


ا هيدا و هپای ان هاوه باشد : 


ات 
با مبداً و راستا و جپت و طول أن معلوم باشى . 
دو دردار متوازی و هم‌طول 9 همجہت را هسک می نامند 


ج ج ۳~/_ے 
مانند ۸8 و 0K00‏ در شکل ۱ و می‌توان نوشت : 


D‏ اگ 
A C‏ 

شکل ١‏ می گویند . 
دو بردار هم طول و دارای بك محمل اما در جہت مختلف را 


و و 
AB=CD‏ 
دو بردار همسنگک را که 


يك ممل داشله باشزک هه ارز 


مستقیماً متقا بل هی‌خوا نند . 
F :‏ دو بردار م طول ومتوازی 
کے کے ومختلف| لحرت واقع ر ده معحمل 
شکل ۳ متمایز»ء ىك زدح تشکمل‌می دهند 


5 چ چ 
و انيا را متقابل می گویند ؛ مائند E۴‏ و GH‏ در شکل ۲ و می‌توان 
وج سے 
و GH= —EF‏ 
۴ اندازۂ جبری یك بردار - اگر محوری مانند × × موازی 
دردار اختیار کنیم (أین محور منکن ست منطق ر محمل بردار باشی) ¢ 
|ندارۂ حر ى ردار در روی مجحور ؛ علددی ات مثبت بأ منقی که قدر 
مطلقش برابر قدر مطلق بردار و علامتش + با س است بابر أ تکه 
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دف 
حت دردار با جرت محور مدل 5 مختلف باش : 
2 و ss‏ 
متلا در شکل ٣‏ دو بردار CD» AB‏ نماش داوه شدء ان که 


ص ٍِ 
SS‏ 
شکل ۳ 
ج 
دارای بك محملند ؛ جہت ۸8 ازچب به راست وطولش۳ است وحېت 
و 
از راست به چب و طول أن ۲ است ؛ س اگرجہت مثیت محور از 
چې به راست اختارشده باشد » | ندازه حجر ی او لی م واندازةٌ جىرى 
_ 

دومی ۲ - خواهد ود . اندازة حىری AB‏ را بأ علامت قراردادی 8 A‏ 
نشان می‌دهند ؛ با اين قرارداد وبا قرض اینکه جېت مثبت محورازچي 
TN E‏ 

۴۳ - موارد استعمال بردارها ‏ بردارها برای تماش کمیات 
فیزیکی و مکانبکی » مانلد سرعت و نرو › بکار می‌روند . 


ب ۔ جمع و فریتق بردارها 
بردارهم‌مبداً ۸8 و 4€ » بردار ۸ است‌که میدش ۸ » مدا مشترك 


دو بردار 9 منتہا ش D‏ منتپای برداری باشدکه أز اتتپای یکی از دو 
بردار ٤‏ همسنگ دمگری کشده شود ( شکل ۴ ) بطور فرارداد چىىن 


می وع : 


ب 


ES ees‏ وس 
o‏ 


VV 
مجمو ع هندسی دو بردار هم ا 1 بر ایند با منتجة | نا‎ 


۶ی تأامنی .س درشکل ¥ LR.‏ 


ات هر ىك أز دد بردار A48‏ و 
سے 
AC‏ › رك مۇلفة ۸ نامیدە 


می‌ شود 
رطو ری که در شکل ۴ دو صو جح د یله می‌شود › هر گاه ا دد وراد 
هم مدا AB‏ د AC‏ متوازیالاضلاع A BDC‏ را ساردم ( وا ان 
دد AD «ly‏ است ةدا ان ۸ ا مشتر ك دو بردار مفروضْ » د 


e‏ سر دیگرقطری ازمتوازی‌الاضلاع استکه از ۸ می‌گذرد ۰ پس 
در آ ينكد ډو دردار » ستگی به آن ندارد که از منتهای کداميك »› بردادی 
I NY.‏ د بعر ی لے هجم کنیم ٠‏ 
۵ مجموع هندسې دو ډردار 
که رك مہدا تدارێد _ برای تعیین 
و چس 
ږ لے 
أز منتپای ¢ مناد أز منتیای ‘AB‏ 
و 
شکل ۵ھ برداری ما نند ENT 8۴٤‏ و 


د ی کنیم ١‏ پردار AE‏ مجمو ع هد سی CD 9 AB‏ ا : 


۸€ پر آیند با منتجة ۸8 د‎ AD 
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ات 


دو بردار همسننگ | نپا که از بك نقطة غبرمشخص رسم شوند . 
۶ انداز بر آیند دو بردار- 


چ ہے چ چ 
هر گا ا رامد asoV ۰V‏ 
زاو ية بسن أن دوبردارباشد (شکل 


£( > در مثلٹ B5‏ ۸ دارم : شکل ۶ 


AD'= AB'+BD'— YAB.BD.cosABD 
—AB'+BD'—YAB.BD.cos(\ A0 — a) 
~ AB'+BD'+YAB.BD.cosa 


در این تساوی » ۴ و ۷ و ۷ نماش طولپای ۴ و VV‏ 


. است‎ ۷ o نماش زاو بسن‎ )۷٤۷( 
۷َ تفل هندسی دو بر دار هر گاه‎ -¥ 
Vv 2 باشد (شکل۷) › بەمو جب‎ ۷ VV wi R 
تعریف تفرىق » می‌توان گفت که ۷ تفاضل‎ 
۷ شکل‎ E VI 
V=R-V 


س : تفاضل هندسی دو بردار هم مبدا › برداری است‌که مبدا آن ء 
منتهای دردار مفروق > و منتهای آن » منتهای دردار مفروق‌منه است . 


لا ء ۳ 
ر اکر دو در دار > هم معدا اشد و بخواهيم تفاض ل هندسی | نيا و 


۸ے 
ددست اورم ( از ك نومه دد بردار مکی انیا زر سم می کنیم وتقاضل 
ھہد سی را د ر تىت ووق ددست هیآ ودم ) 
۸ مجموع هید ہی چیك بر دار = برای تعن مجمو ع هىدسی 
بردارهای Vas...cVreVyeV,‏ 
e‏ ۰ ص 
از انتہای کی » مثلا از اننپای 
ج و 
۷ (شکل ۸) ء۷ داھمسنگ 
چ ج ج 
۷ وازانتپای , ۷ V٤, ٤‏ را 
aT ٠‏ ۷ درسم می کنیم د به 
همىن در ہب عمل را ادامه میدیم 
ا e‏ همه بردارها ر 


شو ند ؛ برداری که مید آن » مدا او لىن بردار » ومنتپای أن > منتہای 


۹ ۴ 
2 


اخرىن برداری ات که ر سم کردا م ٤‏ مجمو ع ھہدسی بردارهای 


مفر وض اس و اک ات را ده R‏ بشما يا نم ( می توا تیم ونو تم ٠‏ 


اکر دردارها هم مبداً باشند » مجمو ع هندسی إا که از ت 
مشترك می گذرد › بر آ یند ا منتجة أن بر دارها نامده می‌شود . 

در جمع هندسی بردارها ۾ همواره می‌توان به جای و 
مجمو ع هہدسی اا را قرار داد 


مجموع هندسی چند بردار » بستگی به ترتیب دسم همسنگپای 


| نرا ندأارد (چرا (s‏ 
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E 


۹ مجموع هندسی سه 
بر دار غیر مو ازی با باكکصفحه۔ 


هر گاه VV,‏ و۷ (شکل۹) 
موازی ا ىك صفحه فا شک 9 
و و و 

AC » AB‏ و AD‏ همسنگپای 


ج e‏ ت 
| نا را رسم کرده AD‏ در أ د 


آي را رک ست اورم ( می شیم 
كه AD‏ قطر متوازی| لسطوح شکل ۹ 
AC › AB awl A BFDCC DE‏ و AD‏ سە بال مجاورانهستند. 


دس : مجموع هندسی سه بردار غیر موازی با يك صفحه › قطر 


متو از یالسطو حی است که سه بال مجاورش همسنگه‌ای آن سه بردار باشند . 
۴ لے 

٥‏ - تجز يه ډردار به جند مؤلفه ۔ اولا ۔ هر گاہ ۸ و ووخط 

۵ د پھ موازی مك صەیحه داشند 


(شکل o‏ \( و بخواهیم AD‏ رl‏ به 


دو دردار به امتدادهای A,‏ و A,‏ 
نجز وه کنيم > بعنی دوبردار موازی 
ا A,‏ ر 1 چنان بلست آوریم تکل E‏ 

چ 5 
که ۸AD‏ مجموع هندسی | نیا باشد DA j<.‏ چہار يل موازی را 
,۵ و A‏ می کشم ا ازتقاطع ا متوازیالاضلاع A BDC‏ بقست )ا ت ( 


چیے و سوست 
AB‏ و A)‏ مو لغه‌های ([۸ هستند . 


0 
ثانا - سه خط ۵ و ۵٢‏ 
A,‏ 
AD xX‏ ک صفحه د 
و A‏ را ا0ھ در : 
D‏ : 
. 
ار نظر می گیریم (شکل ٤)۱١‏ بافرض ` 
و ^ Fy‏ 
می کنیم سه4 حط مذ کور درصفحه‌ای 
A‏ چ 
ر راز ۍ ۸5 دار داه باه و 


بخواهی ۸15 را به سه ملف موازی با امتدادهای ۵ » ۵۲ د ۵۳ تجزیه 
کنیم ؛ نخست ۸5 را به دو مؤلفةٌ موازی با ,۵ و امتداد دلخواه ۵۴ ؛ 
واقع در صفحةٌ آن سه امتداد » تجز به می‌کنیم ؛ سپس مؤلفه واقع بر۵ 
را به دو مولغ دیکر موازی ب و ۵ تجزبه هی کنیم . دیده می‌شود 
که |, ن مسثله جوابپای بیشمار دارد . 

س ( الا هرگاء بخواهیم ۸8 را به سه ملف موازی با امتدادهای 
A ‘A,‏ و ۵ › عر 
واقع در بك صفحه › 
تجزیه کیم (شکل 
۱۲) » از ۸ سه خط 
AF , AE < AD‏ 


۵ و ب۵ ر سم می كنم ؛ أزدو خط اول Po. ٤‏ دو جود ھا بذک فصل 
مشتر ك إن با صفح AG lı ABF‏ می نایم : عد AB‏ را در صفحه 


¢ سے سے 
B۴‏ به دو بردارتجز به می کیم کہ یکی ۸۴ ودیگری 4€ درامتداد 


khosro1 1۵۲ 
f 


PF 
E AR RRS 


کا 


چ 
AG‏ باش سس AC‏ ( یعنی مؤلفة واقع در ٤ P a=.‏ را به دومؤ له 


وچ EE E‏ و وڪ 
AD‏ د AE‏ تحر ره می کیم : AF 9 AE 9 AD‏ دمر لب مو لفه‌های 
ج 
AB‏ یك موازات A, (٤ A,‏ ر A‏ می داشنں : 
داد وری = دز شکل ۲ ٤‏ دردار AC‏ دصو در بردار A AB‏ 
¢ / 3 
ھ۵ ازات اهتنا A‏ : صح P‏ ا ة ر س م ے ی 
e .‏ 
€ - تصویر بردارھا_ے = 


› دە هر وصع‎ B ۸ قضیة شال _ هرگاه سەنقطة‎ ١ 
°۸4 در يك محور باشند . بین اندازه‌هعای جیری بردارعای ۸8 ؛ ]8€ د‎ 
: همواره این رابطه بر قرار است‎ 


AB+BC+CA= 

برهان - قبلا , ادآوری می‌کنیم که |اگر ۸8 و 8A‏ دو بردار 

باشنی که ا هر وك بر منتّپای دىگرى منطبق اشد › دارم : 

AB+BA=o 

زیرا که ايندو بردارءدارای وك محمل و از حث قدرمطاق متساوی 

اما از حبث جت مختلفند» پس اندازه‌های جبری | نپا دو عدد قر نها ند 
s (BA— —-AB)‏ مجموع دو عدد وريه صقر است . 

حال بر حسب‌اوضا عمختلف ۸ » 8 و € یکی‌ازشش‌صورت‌ش کل۱۳ 


دو جود می أ د و در هر نك او ای 2 6 ن سهب ر دارمتحد - 


الحہت بعسمی يدا کرد که ازمىان ن ست دردار ٤‏ ودر مطلق بکی‌مساوی 


Chasles 1 


ےا اب 


ا مجموع مقاد؛ر مطاق دو بردار 
B C‏ 4 
A 90 B‏ )۲( و وده ودر ذہ. پچ مەد ار حر ی 
XE‏ ا 
أن نہر مساوی مو ٤‏ مقاد ر 
۸ ۾ ۴(۱( 
A4 B‏ و (۵( حر ی دو بردار واش , ا 
E‏ 
8 در سومن صورت شکل ۱۳ 
شکل ۱۲ BE BA+AC‏ 


در این تساوی » 8۸ و ۸€ را که به طرف اول ببریم » چنین 
خواهیم داشت : 
BC- BA- A=‏ 
و اگر به خای BA‏ = و ۸€ بٹرتنب مكار مساو ١نا‏ 
4B‏ و 0۸+ را بگذاریم » حاصل می‌شود : 
AB+BC+CA=o‏ 
همچنین در چہارمین صورت E‏ 
BA= BC+CA‏ 
o = — BA + BCHCA‏ 
که چون به‌حای 8۸ - مقدار مساویآن ۸8+ را قراردهیم » 
ق 
AB+ BC+CA=o‏ 


۳- تعمیم قضية شال هر اه J M<..<C+ B‘ A uhbã n‏ 
N‏ › ەه هر وضع »> در یك محور باشند » بین ۲ ندازه‌های جبری بردارهای 


E 
ر‎ 


1 
i‏ 
٣‏ ا ر ا v‏ 
3 اص ا 
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کا ب 
BC 4 AB‏ د CD‏ د ۰ د MN‏ د NA‏ ان دایطه برقرار است : 
AB+BC+CD+ .... FMN+NA=o‏ 
رهان تست › را صرف نطر از تقال ا 9ط سه فة A‏ ( 


د A C BB F E‏ 
شکل ١۴‏ 
C>:B‏ (شکل ۱۴( رأ در نظر و ٠‏ به مو جب رة شال دارم : 
(١) AB+ BC+CA=o‏ 
همچنین اگرفقط تقاط ۸ » © و 1 را در نظر بگیر یم »این‌را پطه 
برقرار ا 
AC+CD+DA=o‏ )4( 
9 سن E 9 D ٤ A‏ : 
(w) AD+DE+EA=o‏ 


و بتدر یج بعد از نوشتن هررابطه » از نقطه دوم صرف نظرهی کنیم 
و با در نظر کرفتن نقطة بعدی رابطه دیکر ی هی نوسيم تا وقتی که په 
نقطه N‏ برسیم و رابطه : 

(n) AM +MN+NA =o 
› را بنوسسیم ؛ حال » این ۸ رابطه راکه با هم جمع کنیم و أعداد قر ينه‎ 
lı (MA; AM )»....«(DA » AD) < (CA نير )۸€ د‎ 
حذف کنيم » رأبطة زیر که همان رابطة مطلوب است » دست‎ 


: می ید‎ 
AB+BC+CD+DE+ ... +MN+NA=° 


ا 


۴۳ تعر دف - فرض 
می کنیم ردار A8‏ و محور 
× × در بك صفحه مانند ۲ 
/ / واقع راشۂد و A۸‏ امتدادی 

و ا ےم موازیبا صفحۂ ۲ (بامنطبق 

شکل ۱۵ و ا 

٣ . Fes 

برای اشکه تصودر 8 را به موازات امتداد A4‏ بر محور × × بدست 

ا ( CI IT‏ بردار » دو خط به موازات 4 رسم 

5 ۴ 

می کیم ۴ محور را در bsa‏ فطع کنند ‘ab‏ عسی اندازة جر ی ط4 
در رؤی مهحور تصودر AB‏ اا 

تصو بر یك بردار در بك مجور ۽ عددی است جیری . 

Fı 2‏ 
اگر ۵ھ بر هحور عمود باشد تدوبر را تصو یر قائم می گوییم . 
جول در ا ا فةط با صو ار ادم سر و کار دارم › ھر حا لور 
. 5ء 
عطلق كلم تصو یر بار رود مراد تصویر 8م | 

P 2‏ ۵ھ CC‏ 
ائ آ فک رداری مانند ۸8 را به موازات ص وده در معحور ی 
٤ :‏ و هنتیای 

7 ل‎ (۶ ES ae 
ده‎ Arh 33 ¢ دردار‎ 
موازات ۲ کیل ج‎ 
گذرانیم ا( مور را‎ 
در ۾ و ط قعلع كنلد؛‎ 


شکل ۶ تە ر۸8 است 
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0 
در حسب | فک اة ۶ عمود درمحور ا ڏسسٽ به أن ما بل باش ( ا 
تصو ار ہم قائم با مايل نامىدە مىشود . 
-قفضيه تصویر هر إردار بر یك محود برابر است با حاصل ۔ 


صرب اندازة ن لردار در کسينتوس زاو ره اين جهت مشت برداړ و جھهت 
مشت مو , 


e‏ ۹ ء 

بر ھان ab‏ صو ار AB‏ را رل ست می اورم و راوه سن حہت 
هننت دردار 9 حہت منت محوزر را d‏ می نامیم (شكل (1Y‏ هر گاه ار A‏ 
خطی موازی مور رسم کیم Bb‏ را در Bُ‏ قطع کند» دد رچی ات 5ه 
چ و 
AB =ab‏ . 

در مثلٹ ث اما از او ده + AB =AB..cosBAB’ : ABB‏ . 
BAB’‏ در حسب أمتدادهای مىت «ردار و معجور)؛ هما نطور که ورال 


۱ 
۱ 
ا 
1 
ا 
| 
O‏ ۱ 
۱ 


حھ- = ل 


B 
۹ 
8 


٤ 26 8‏ 
ا ل ا اة 


۱ بک‎ 
i 1 
۱ 1 
1 1 
1 
1 


E EOE 


N 


ا 


2€ 
۰ 
Ol, 
ا‎ 
e 
> 
ا‎ 
gg" mim 
-[ 
¢ 
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۶ كل f‏ مر و طات ۷ہ 


ھی لہ ¢ ا ا مساوی û‏ ا ¥ ان راش ا : ا ۰ e TEE WES‏ 
و چ 
یں م ر ا و یٹ و ج وے سے > 
هر گاه » حاده‌باشد» ۸8 عنی 4 درجت مثبت | ودار م: بعنی : WNN‏ صودر ...+ B6)‏ تصور B+‏ ۸ تصور ے ۸N‏ تصور 
AB =ab—= AB.cos«‏ 


۹ 
ل چ د خاص] طض ب اسکال دو ر دار 
9 اکر dt‏ متفر حه با شد ¢ AB‏ بعنی ظط ھ »> در حورت هنی ا ودارم : ضر ر م 


CVs ضرب بر دار در یک علد ہے حاصل صرب‎ ۶ AB =ab— —AB.cos(\Ao — a) = AB.cosa 
درىك عدد مثیت (ص) » برداری است به همان‌امتداد وجپت‌که! ندازه‌اش‎ ab= AB.cosa : بس در هر حال‎ 
۰ 4 e ج ج ° £ ا‎ 3 
در دردار و ۰ يعلى درمدوری که در حاصل صرب اندازۂ أن بردار در ان علد باشل ۰ ان حاصل صر ل را رھ‎ V, ا رر کته ۱ لته - صو ار‎ 
نماش ٥ی دم‎ m V V,cos(V, مساوی ست وا ( ہ۷ و‎ ٤ منطق و یا ان هم جیت باشد)‎ V, 
د رزیت س ۱۵-قضیه- تصو یرمجموع هندسی چند بردادبر يك محود» مساوی اگر ص منفی باشد » ۷ہ برداری است موازی ۷ که جہتش‎ 
٠ ِ 1 است (ا مجمو جبری تصو یرهای ۲ن بردارها . ا ج‎ 
ا مخالف جت ۷و قدرمطلقش برابر حاصل‌ضرب قدرمطلق ص در اندازة‎ ٠ ا‎ : ۰ 
7 مفروضند و برا ند انپا‎ MN ...9و‎ . > BC <. AB برھان_‎ 


و 
N‏ است (شکل ۱۸) ؛ نقاط 4۸ › 8 >€ ..... › MN‏ و N‏ را برمحور ۷-قضیه - اکر چند بردار دا در عددی ضرب کنیم» مجموع هندسی 


E Ll E 7‏ نها هم دد آن عدد ضرب می‌شود . 
×× تصوبر می کنیم ؛ به موجب را بطه : 
ا e a SES oS‏ 
ab+bc+... -mn +na = o‏ 1 بر هان ت |ڈړٍAB MN »....BC«‏ جui‏ ودار AN»‏ ور 


ED 

سے سے ج چ ے ٨ے‏ 5 
بردارهای ۸8 MN 9 6 BC.‏ دست ايندو اھ براش | نپا 
باشل » دو چندضلعى aS ABC ...MN » ABC... . NN‏ 
اضلاعشان نظیر بنظیر متناسب (نسبت اضلاع .۲ اسشت) و ز واا مشان‌نظبر 
بنظیر متساویند › متشا بہند ؛ بنابراین : 


Scalaire 1 


ت 


چ ۰ 
AN =mAN‏ 
درحالتی که منھی 
ا ر سم 9 اات 
۾ ضيه رابە‌عدئدانش اموزان 
می گذاریم ٠‏ 
اغڭ ( ۱۸- حاصل ضرب 
اسکالر ( با درونی) ۷ 


وV۳‏ عبمارت است ار شلد 


٩۹ شکل‎ 
کەانرا‎ VV eos (V0 


چنین نمایش می‌دهیم : 
V.Vi=V Ve eos VV‏ 
چون اندازه‌های , ۷ و دوعددمثیتند» علامت‌حاصلضر اکال 
دو بردار» س به علامت eV‏ دارد . اگر دو بردأر برهم عمود 
باشند »> حاصل ضرب اسکالرا نپا صفر است . (چرا ؟) 
eS V eos (VV (ig‏ ب۷ (نتيجة قضيه 
شمارة ۱۴) > حاصل ضرب اسکالردو بردار را می‌توان چنین تعر ف‌کرد: 


حاصل‌ضرب اسکالر دو بردار عبارت است از حاصل‌ضرب اندازۂ یکی از ٣‏ نها 
دد تصوبر دیگری بر روی 3 


هرن 
١‏ جرا اگر دو بر دار همسنگ باشند » دو پارهخط که مبداً یکی را 


به منتهای دیگری وصل می کنند » منصف یکدیگر ند ؟ 


۴ہ برای چند بر دادمفروض می‌ توان مجموعهای هندسی بیشمار بدست 
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ا 
آورد ؛ جرا همه ا بر | یندها با یکدیگر همسنگنك ؟ 


۴ شر ط آ که در الك اة بردار مساوی صم یاشد» حمست ٩‏ 


۴ے بر آیند VrsV. Vv‏ راکه دو بدو برهم عمو د نل » بلست آورید. 

هھ اندازه‌های دو بردار و مجموع هندسی آنها در دست است ؛ زاوی 
بين آن دو بردار را حساب کنید ن 

۶ س برآیند سه بردار به اندازه‌های ۷ » ۵ و ۳ مساوی صقر أست ؛ 
ذاویه‌های بین این بردادها جیست ؟ 

¥ برداری را به دویردار دیگرجنان جز یه کنید که مجموغ مر بعهای 
انذ‌اذه‌های آ نها "و و ذاویة بینشان » باش . 

۸ برداریرا به دو بردار دیگر تجز به کنیدکه تغاضل مر بعهای| ندازه‌های 
آنها "4 د ذاوية بينشان » باشد . 

/ A—yو‎ 3 Vr < / + در آیند سرف دردأار يه اندازه‌های‎ ۹٩ 
. صفْر است ؛ زذاوبه‌های بین برداره) دا بدست آورید‎ 

ےمبدآهای سه بر دار نقطه H‏ 4 محل تلاقی ارتغاعهایمناٹ)€)B8B ۸A‏ › 
امتدادھايشان 4 › H8‏ د H€‏ . جھتهھايشان متوجە A۸‏ 8 €9 › 
انداذه‌هایشان gin 3.snB sin A‏ ات بر أ ينكد آ نها را ددست أاوړرید ت 

~1١‏ مطلوب أست در أ ند سه دردارکه میا ھا وک دایرة محیطی 
يك مثلث و منتهایشان رئوس آن مثلٹ باش . 

۴- بر وسط هرضلع یك مثلٹ خطی عمود می کنیم و دد طرف خارج 
بردوی آن به اندازة همان ضلع جدا می کنیم ؛ ابت کنیدکه بر آیند سه‌یرداری 
که به این تړتیب بدست می‌آیند » صفر است . 

۴ے ابت کنیں که در أ يد سه بر دار که مدا آ نها نقطة ثابت0(0ومنتهایشان 
رئوس مثلٹ )8 ۸ باشد» همواده بر6 (مر کزثقل مثلٹ) می‌گذرد وانداذه‌اش 
مساوی است با ۲06 . 

۴۔ مثلٹقائمالز اوی 8€ ۸ مفروض است ؛ نغاط ( دع دتر 8€ 
دا به سه جزء متسادی تقسیم می کنند ؛ مطلوب است محاسبة مجمو ع هندسی 


س0( 


AD < AC ‘ AB‏ د ۸1 د نیز تعیین طول و ذاوبه‌های اين مجموع با 
چجے چ 
AC AB‏ . 
۵-۔ شش ضلعی منتطم B٣) D٤۴‏ ۸ مفروض‌است ؛مطلوب‌است مجمو ع 
جے ہے یپے وچ 
هند AD» CD . BC « AB‏ . 
۶ مر بع BCD‏ وط 8 وسط 8٣)‏ ونقطۂ وط C0‏ مەروش 
ج چے چے ج 
أست ؛ مطلوب است مجموع هندسی DA FA ‘< AE ‘: AB‏ . 
۷- ۱۲۰ = ر0× د ے0 نیمساز آن داده شده است ؛ سه پردار 
جے چجے و 
OB ‘ OA‏ د 06 دا بتر تیب بها ندازه‌های» ووم ۷ )4 V (cosa — VFsin‏ 
Oz V (cosa Vr sina) 3‏ > ×0 د و0 دسم می‌کنیم ( ۷و » دو مقد‌ار 


ٿابتند) ؛ بر آیند این سه‌برداد و ذاویة آن دا با هریك اذ سه امتداد مذکور 
بدست آورید . 


f 
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فصل دوم 


ال ۔کلیات 


1 تبدیل۔ حر گاه ازیك N‏ 
برطبق قاعدۀٌ معینی » نتىجه شود» می کو که شکل اول ړا به شکل 
دوم تبدیل کرده‌ایم » و شکل دوم را تبدیل‌یافتۀ شکل اول می‌نامیم. 

` El ESE 
A 8) تبدىلبافتە ملك‎ ۸ B € 
برطبق قاعدة تقارن هر کزی › د‎ 
cMNPQiilJa:M NPQ’ 

درطمق قاعدةتقارن محوری است . 

هردوجزء از دو شکل را › 
iilaڌ s MNP Lb AB» AB’‏ 
MNP‏ » که یکی تبدیل بافته 


N باش » دو جزء متناظر‎ E 


می نامیم . 


ا 

تد بلا انواع مختلف دار ند TE‏ ا شکل تار ےد 
بعنیوضع E CS‏ وهمچشن اندازه‌هایاحزایشکل 
س از تبدیل محفوظ می‌مانند» مانند تقارن مر کزی . دربعضی از تمد لما 
باره‌ای از اجزای منناطر› ممکن ا ا ووک شو ند و گاھی 
فل بکلی ا 

تجانس .قطب وقطبی وانعکاس که بعداً خواهیم دید» از این 
نوع تبدیلپا هستند . 

تغییرم‌کان » تىدیلی است‌که درآن » شکل تغر نمی کند. 

تغسر هکان شکل وى يا ات ور ضفحة أن شکل ,ا درقطا 
صورت يذيرد . در اجا تغسر مكان يك هکل مستوی را در صفحةٌ أن 


شکل مطالعه می کنیم و می‌گوبیم که شکل در صفحۀ خود می‌لغزد . 


٣۴‏ -قضیه۔ در تغییرمکان شکل در صفح خود › شناختن وضع جدید 


i ein ا‎ 


دو نقطة شکل برای مشخص ساختن وضع جدید آن شکل کافی است . 


برهان ۔ در حقیقت اگر ۸ و 8 وضع حدید دو نقطه ۸ و 8 
از شکل ۴ باشد (شکل ؟) ۷ 
وضع جدید هر نقطه دیگر مائند 


شکل تعسر نايد ىر ست . 
A BM =ABM‏ 
دعنی مقدار و جپت زاو به 1 8 ۸ معلوم است و ازانجا امتدادN‏ 8 


معنن می شود. ؛ وجون BM = BM‏ « و Mً‏ مار مشخص می شود. 
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iE 
و خود آن شکل »مشخصس‎ e ۴ پس وصح هر نةطه از شکل‎ 


است . 


ب ۔ انقال 


۴ تعر بف ہ هر گاہ برداری ما ننں ۷ داد. شده اشد و از هر 
ا .> روا 
o GE‏ 
(شکل ۳ ) › اتتہای این بردارها 
شکلی مانند ۴ بوجود می |ورند؛ 
در اين حال می گوبیم که ۴ از 
تقال ۴ به انداز؛ ¥ حاصل شد 


است . ۷را بر داد انتقال می نامند . 
۴-قضیه- انتقال › شکل دا تغییر نمی‌دهد ؛ يعنی تغییره‌کان است. 
برهان- اگر ۸ »8 و € 

سه نقطةٌ غر مشخص از شکل ٣۴‏ 

وھ › 8B‏ و € وضعہای جدید 

اپا س از انتقال به اندازة ۷ 

باشند (شکل۴) »دومثلك €٥‏ 8 ۸ 

و A B٣‏ متساوىند ؛ بەدلىل | نكە: 


ا 
در متوازیالاضلاع AB | AB : AABB‏ 
وی : BC |j BC‏ 
ڪڪ 
پس : BC = BC‏ ۸ (بھ چھ دلیل ؟) 
بعنی : AA BC = ABC‏ 


€ منطبق خواهد شد؛ وبه همین ترتیب» هر بك از نقاطشکل ۴ بر نقطة 
نىرش ازشکل ٣‏ منطبق می شود س دو شکل ۴ و ۴ 


نتیچه- در انتقال » هر دو باره‌خط متناظر مانند 8 ۸ و ٤۸3‏ 
متوازی و متساوی و در باك جهتنك . 


زبراکه در شکل ۴ » ۸ ۸88 متوازی‌الاضلاع است . 
ت ضيه هر گاه در تغییر مکانی هر دو بارهخط متناظر ار دو 
شکل › متو ازی و متساوی ودر یك جهت باشند آن تغییرمکان › بات انتقال‌است. 
متوازی‌الاضلاع أست ؛ ي ا 


برھان۔ اکر 8 ۸ (شکل 
۵) و ۸8 متوازی ومنساوي و در 
. ك حت باشند» شکل 8 8 AA‏ 
ÃA' Il BB‏ 
تعنی تمام نقاط شکل » به اندازء ۷ که مگ | A"‏ م 
Sol e E‏ باقا ١‏ 


Mi" 
ٹر کیب انتقالھا۔ ا است شکا ن‎ ¥ 


ا رضم tw‏ 


تساو دند : 


khosro1 1۵1۲ 


E 


ا جند بار پی در پی انتقال دھیم تا به وضع نہای ۴ رسد ؛ چون 


انتقال تغسرمکان است » شکل ۴ برابر شکل ۴ است و میتوان با بك 
اتتقال شکل ۴ را به شکل ۴٣‏ تبدیل‌کرد؛ در این صورت؛ می‌گوبیم این 
انتقال از تر کیب‌کردن آن چند انتقال اجه می‌شود . 

۷- قضیه- تغییر مکانیکه از چند انتقال نتیجه شده باشد » خودیك 
انتقال است با به عارت دیگر : از تر کیب چند انتقال » يك انتقال نتیجه ' 
می‌شوت . 

برهان ۔ فرض می کنی م کہ شکل ۴ را 


به وضع ۴ (شکل ۶) › و ,۴ را براثرانتقالی به اندازہ ا F,‏ 


بر ارانتقالی به اندازی ۷ 


و٢۴‏ را براثراتقالی به انداز؟ ,۷ به وضع ۴ در آورده باشیم و ۸ » 
A 2: ( A,‏ چړار وم متوالی ىك نقطه ان باشند چند ضلعی 
V, ¢ VY‏ و V,‏ رسم کر دها یم ؛ دس ٤ Re aT‏ مجموع هند سی 

آن ور ذارها:ھی ا2د 
اتقالی بها ندازغR‏ ر 
آ ند بر دار های! نتقالء 
بدهیم»شکل ۴ نتیجه 
می شود و کافی ات 
ره‌جای چند | نتقال به 
V, EE‏ و 9¥ 
یك | نتقال د۵ انار 


را 


مجمو ع هد سی بردارهای أنتقال د شکل FHF‏ اده شود : 


€ ۔ دوران 


امي ل رززز 


س 
“u‏ 


| 6 ۸-تعر یف - هر گاه زاونه حېہت داری ماننك هه ( زاوبه‌ای که 


به وسیل ضلع مبداً و اندازۂ جبریش مشخص است ) و نقطه‌ای مانند 0 
داده شده‌باشد وبه ازای هر نقطه مانند ۸ ازشکل ۴ » نقطه‌ای مانن A‏ 
بقسمی بدست اورم که داشته باشیم : 

OA =OA sı AOA =a 
از مجموع اوضاع جدید نقاط شکل۴ › شکلی‎ 
هی دوم‎ ۷ O RO 
کہ شکل ۴ تة دوران شکل ۴ در حول‎ 
نقطة 0 به اندازةٌ » است . ©0 رامر کزددران‎ 


و » رازاوية دوران مي ناميم ١‏ 
٩‏ قضیه ‏ دوران » شکل 
را تغییر نمی‌دهد ؛ يعنی تغییرم‌کان 


E 


است . 

ڊر هان س اگر ۸ < C9 B‏ 
(شکل۸) سه زمه دلخواه ازشکل 
F‏ و C9 B <A‏ وضعپایحد د 


انپا پس از دوران در حول مر کز 
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س 
0 به‌اندازة» باشند» دومثلك € 8 4 و ۸8€ به حالت‌تساوی سەضلع 
متساو شد . اما دلىل نکه اضلاع اروت ر هم در ایر ند چشن أست: 
OB = OB OA =O0A : aig AOA B = AOAB -I‏ 
AB =AB: yw +‘ AOB =AOB=«-AOB »‏ 
11 - به دلىلمشابە 404€ = € 40۸ ؛ س : ۸° =€ .A‏ 
111 بەدلىل مشا به 408€ = € 408؛ سw: BC = BC‏ . 
حال اگر 8 ۸ (ازمثلك € 8 ۸) را بەوسىلة لغزاندن‌درصفحه 
بر ۸8 (ازمثلت٣48)‏ منطبق‌سازیم » € هم بر € منطبق‌می‌شود ؛ وبه 
ھمین تر تیب› ھر بك از نقاط شکل ۴ بر نقطۂ نظیرش از شکل ۴ منطبق 


خواهد شد : عنی دو مکل هساو ند PO‏ 


لوال ان حدر 
0-4 


٥-فصیه ‏ در دوران » زاوی بین هردو پارهخط متناظر؛ مساوی 
است با زاو دة دوران . 


برهان- رگا8 ۸ و ۸8 (شکل ٩‏ دو باره‌خط متناظر › در 
دوران به مر کز 0 و به زاو یه » باشند» و از مرکز دوران 0 عمودهای 
0H‏ و £ را رتب بر ۸8 و 8 4 فرود آوریم : 

AH =AH 

Sl N I DIG) 

پس ۳ وضع جد FH‏ ست و HOF =a‏ . 

حال ا گر 1 نقَطةٌ تقاطع 8 ۸ و ۸8 باشد» چپارضلىى 1 MN‏ ]0۴1 
(که دو زاو يه رویروی أن قاکمه است) محاطی E‏ > زوایای 


۳ AB ؛ أما زاو به س دو امتداد‎ TE مکمل‎ O=a و‎ M, 


ا 


و 
B‏ 


i 
“6¢ 


= 


. ا دس ا » هساوی اتست‎ M e ر‎ A 


و اا 
ا رم ار و 
e + |‏ ( یا ٠‏ 


7 3 


TTF 


ت 1 
سے 


د شیر مگان در ڪه 
١-قضيه‏ - هر تغییر مکانی که یك شکل تغییر نا یذ رر در صة×ا خود 

انجام داده اشد » عبارت است از يك انتقال با بك دوران . 
برهان ‏ ھی دا نیم که اوضاع جحد ید دو نقطه يك فل برای 
مشخص کردن وضع جحد د شکل کافی ایت پس وضع حد رد دو لقطد را 


اکر Bُ A‏ دەر تىب وصع جد د دو نقطه ۸ 2 B8‏ ازشکل باش 


N1۵ 


1 
٤ 
e 

ا 


E 


AB‏ و AB‏ ممکن ات مکی‌ازاین جنل صورت را سەت به هم داشته 


1 - متوازی و در یك حرت باشند . 

1 متوازی و در دو حت مخالف باشند . 

1 _ متوازی نباشند اما ۸4 با 88 موازی اشد . 

۷ _ متوازی نباشند و 44 هم موازی با 88 نباشد . 

CO Clo 
مى‎ 

حالت اوڵ- 8 ۸ AB,‏ 
متوازی ودریك جپتند(شکل۱۰٠).‏ 
واضح است که انتقالی به اندازۀ 


CV=AA‏ شکل F‏ ر بەو صم 


شکل ۱۰ 
حالت دوم - 8 A‏ و ۸8 متوازی و در دو جہت مخالفند 


۳ در می | ورد ٍ 


( شکل ۱١‏ ) . اگر 0 مرکز ا ي 


متوازیالاضلاع AB A B‏ باش 


دورانی به مرکز 0 و به اندازځ 


۸۰ » شکل ۴ را به وضع ۴٣‏ 
شکل ٩۱‏ 


در می أورد . 


AB Ll A8 حالت سوم‎ 

موازی ست اما AA | BB‏ 
(شکل )۱١‏ . امتدادهای دو ساق 
۸B‏ و 8B‏ ۸ از ذوز نقە‌متساوی ۔ 
الساقن 8 8 ۸۸ بکدیکررادر 
Cala elb‏ وطع می کنند ؛ 
امن نقطه بر روی خطی است که اوساط دو قاعدة ۸۸ و88 را به ہم 


a E ls‏ به مر کز 0 و بها ندازه 
0ء شکل ۴ را بھ وضع ٣‏ درم ا ودد . 
7 حالت چھادم 8 ۸ ب 
BB | AA’, AB‏ موازى 
ا (شکل۱۳). عمودمنصفہای 
BB; AA‏ مکدیگر را در 
زقطه‌ای ماتند 0 قطح می کنند و 
شکل ۱۴۳ دورا نی به هرکز 0 و به اندازه 
a= ۸‏ شکل ۴ را به وضع ۴۳ درمی آورد؛ زرا که اولاًّءقوسهایی 
که به مر کز0 وشعاعپای 0۸ د 08 رم می‌کنیم» بترتیب بر ۸د 8 
هی گذر ند . ثاتیاء با مراجعه به شکل و ا 
AOA = BOA +-AOB » BOB = BOA +A OB’‏ 
اما به مناسبت متساوی بودن دو مثلك ۸08 و 08 ۸ (به حالت سه 
ضل( < TE ÃO0B— A08‏ 
BOB = AOA =3‏ 


ا 
تمرین ہے شکل ۱۳ رادرخارج دسم‌دنید د :)د ) وضع قدیم وجدید 


مك نقطة دیگر اذ شکل ۳ را در تار گرفته تاس کنیدکه عمودمتصف €)0) هم 
در 0 ر . 


لتیحه ¬ در الت اول « دعدی وفتی AB a5‏ ا AB‏ موازی 
و در ك حجرت اسیت عمود منصفیای BB’ 9 AA‏ ا ھ مو از وزد ¢ 5 ده 
عبارت و 4 e‏ را دز قط او دور فطع می کنند : دس 


می توان گفت که : انتقالء حا لت خاصی است ازدوران »که در آن» مر کزدوران 
در فاصله بینهابت دور قرار ڌدارد . 


فمرين 


٩‏ برمحل تلاقی دو دایره » خطی بقسمی دسم کنید کهمجهو عو تر هایی 
که دو دایره از آن جدا می‌کنند » مساوی [ باشد . 

۳ہ برمحل تلاقی دو دایره خطی دسم کنید بقسمی که تفاضل وتر هایی که 
دو دایره از آن جدا می‌کنند » مساوی ل باشد . 

۴۳ہ خطی رسم کنیدکه با امتداد معینی مواذی باشد و دو دایرة مفروض 
دا قطع‌کند و مجموع یا تفاضل وترهایی که درآنها بوجود می‌آورد » مساوی 
مقدار معین [ بأشد . 

۴ خطی موازی امتداد معین رسم کنیدکه دو دایرة مغرو را قطع کند 
و وترهایی‌که در آنها ایجاد می‌کند » با هم مساوی باشنڊ . 

۵ دو نتطة ۸ و 8 و دودایرۂ € و٥‏ داده شده‌اند ؛متوازی‌الاضلاعی 
بساذیدکه دو داسش ۸ و 8 و دو راس دیگرش روی دو دایره باشد . 

۶ہ در یك چهار ضلعی محاطی دو ذاويۀ مجاور و دو ضلع مقابل داده 
شده‌اند ؛ آن چهارضلعی را بساذید , 

۷ ذوزنقه‌ای دا با داشتن چهارضلع بساذید . 

۸ در یك چهارضلعی غیرمشخص ۸8٤05‏ ۰ طول اضلاع و طول 
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هند» ٭ مخروطات 
خط ی که وسط 8 ۸ دا به وسط 60 دصل می‌کند ١‏ دردست است ؛ جهارضلهی 
را سازید . 

: یك جهارضلعی با معلومات زیر یساذید‎ ٩ 

الف _ چهار ضلع و ذاوبة بين دو ضلع متقابل . 

ب دوقطر و ذاویة بين آ نها و دو ذاوية متقابل . 

ج سه ضلع و زوایای مجاور به ضلع چهارم . 

٥‏ دوخط( و۸ و نقطه ۸ داده شده است ؛ مثلث متساوی‌الاضلاعی 
بساذیدکه یك داسش ۸ و دو راس دیگرش بر ( د ۸ واقع باش ۔ 

۹ دو خط ( و ۸ و نقطۀ .۸ داده شده است ؛ مثلٹثمتساوی| لساقفینی 
با زوایای معین ساذید که يك دش ۸ و دو راس دیگرش بر ( د ۸ 
واقع باشد . 

۳- دودایره و نقطة ۸ داده شده است ؛ مثلٹ متساویالاضلاعی بساز ید 
که يك راسش ۸ و دو رآس دیگرش برروی دو دایره باشد . 

۴۳ در متوازی‌الاضلاع مفروض ۰ مر بعی محاط کنید . 


فصل سوم 


آلف ۔ مقدمات 


| - مسله - تقسیم پاره‌خط ۸8 به نبت ا _ بك راہ 
n‏ 
اى ا دار خط 8 A‏ (شکكل اوا ا تقسيم كنم اون 


است که از ۸ و 8 دو خط متوازی دلخواه زسم کرده در روی او لی 
طول ly AA‏ مساوی د و ر رزوی دوعی طولپای B8" „ B8‏ رlا‏ 


مساوی 1 دا کن ؛ 1 
جدا کنيم 


A 
۹ 
e EE AB"; AB 
/ ۱ < 
/ 1 4 
ر‎ ۱ < E وامتدادش رأادر‎ AB 
۱ DSR َ 
/ o *e 
/ : " O فطع می مد‎ Ds Û 
A ٣ n/B D5 أن دو نةطه همان دو‎ 
\ 2# 
- نقطه‌ای|ست که داره‎ 
١ خط 8 ۸ را يە تست شکل‎ 
IM 


n 


i ¥‏ 
طرف » و مثلشپای ۸ ۸ و 8"8 از طرف دیگر » لازم هيآ بد که 
واه اشيم . 
CA _ DA _m‏ 
CB DB n‏ 


عنی نقاط 0 و D‏ ا رارەخط 8 ۸ را بەنسيت =“ تعسیم ہی eS‏ 


یکی ار ان دو زقطه › د8 ودىگرى اواو أمتداد 
AB‏ اس ا 1  @ e‏ 

۳-قضیه_ بردو ی پارەخط 8 ۸ و امعداد 7ن فقط دو نقطه ؛ یکی 
بین ۸ د 8 ودیگری در خار ج۲ نهامی توان بافت بقسمی که نسبت lL‏ 
از ۸ و 8 مساوی عدد معلوم حسابی k‏ اشد . 


برهان - اولا ار حل مسئله ١‏ معلوم شد که می‌ توان ك نقطه 
A۸ ù M‏ و B‏ و ىك نقطۂ ۸N‏ در خارج پارہخط ۸8 افت که نسہت 
فاصله‌های | نيا از ۸ و 8 برابر عدد k‏ باشد ( k‏ را می‌توان همش 


11„ 4ے ٤‏ ۰ 
ك نوشت)؛ بعنی 


MA NA 
MB ZE ° NB 


واضح است در حالتی که k>‏ باشں › M1‏ و N‏ به نقطه A‏ 
Bia la us‏ 


= k 


بنا براین » اگر نقطةُ ۸ خارج ۸8 فرض شود[ درطرقی که ۸ 
قرار دارد » واقع هی‌شود (مشکل ك( . 


A M B 


شکل ۲ 
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8 
و | گر k<۱‏ باشد › 1[ و N‏ به نقطه 8 نزدیکتر ندتا بەنقطةٌ ۸»› 
بخصوص N‏ در طرف 8 واقع می‌شود . 
اگر ۱ k=‏ باشد» M‏ وسط ۸8 است و N‏ وجودندارد ؛ زیراکه 
"8 ۸ (شکل )١‏ موازی ا ۸8 خواهد شد. 
Amc lM aa‏ 
تھی نک زود ا اتد د که ت ق اا ا4 :8 رارعان 
عدد K‏ باشد . زیراکه اگر گفته شود 1 أن نقطه است می گوبیم که از 
دوحال خارج نست با 1 بین 1 و 8 است ہا بین ۷1 و 4؛ درحالت 
ا مسلماً بزرگٹر از = است ؛ زرا 11۸ <5 1/۸ 
و MB<>MB؛‏ درحالت دوم› کا ا 


MB 
MA wy ا‎ 
پس چ نمی توا ندبرا بر‎ . MB>MBMA<MA أ ست؛ زرا‎ 


باشد مگر آنکه M7‏ را روی e M‏ 
همنطور» د دکه می‌شود که N‏ هم مسحصر یه فرد ا شت 
۴۳_قضيه_روی خط نامحدودی که بردو نقطه ثابت ۸ و 8B‏ می گذرد› 
فقط بك نقطه مانند ]1 می‌توان یافت بقسمی که نسبت اندازه‌های جبری دو 


برداد M14‏ د M8‏ ععنی نسبت ( 1۸ د 8 1):برابرء دد جبری مفروض 
اشد . 


به مو جب قَضه قل » دو نقطه 1M‏ و N‏ » و فقط دو نقطه » روى 


ا ا کے ر ا 


ا 


MA NA ) 
XB7k 


. ) (شكل‎ YB ^B 


XxX 


xX 


A M 8B N 


شکل ۳ 


اما برای ۷M‏ › که بین نقاط ۸ و 8 است MB „MA.‏ 


اا ا ا و برای N‏ که خارج داره خط 


N8 ۳ NA (ı w| AB‏ متحدالعلامەاند , کڪ هننت است ( حېت 


مهحور هر جه باشد) ؛ پس اگر k‏ مشت باشد > فقط ٩‏ جواب است؛ زرا 
NA‏ 

. محقق است‎ —k: را مه‎ O 

NB 

واگر ا منفی باشد» فقط 1 جوابت خواهدبود ؛ زیرا تنپابرای 


MA 
. را بطه : اک چ برقرار خواحد دود‎ M1 نقطە‎ 


دقت کنید ! دا ملاحظة | نچه سل » اگر اندازه‌های حى ری را 


دخاات دهم ( همواره ساوی ر را خواعیم وا : 


۴ - تعر یف ہے هر گاہ بر روی محور × × چپار نقطة ۸ » 8 › 


رر 
2 ردعر؟ ذدر 


س امت 


- جنان اشن 5ه‎ N aM 


MA 
ا اگرروی خطی چار نقطه‎ ( MB سے‎ 


MA ۴‏ 
N MN > B <A‏ چنان باشند که چ = VB‏ چ باشد)ء می گو یم : ۷ 


GDS‏ توافقی بکد یگر ر Mt‘‏ و N‏ باره خط 


ak 


MA NA 
. رارطة افة د نأمنك‎ | ۱ a ا‎ 
نوافقی می‎ SS 0 u TT 
N قضیه - خاصیت تو افقی متقابل است › دعنی اکر 1 و‎ - © 
ضبت به ۸ و 8 مزدوح توافقی بکدیکر باشند» ۸ و 8 هم سیت به‎ 


: یعنی رأ هه رر پر رار اس‎ KE مزدو ج توافقی‎ NM 


AM ___ BM 
AN BN 
MA NA 
” هان - | اط س ہ = ت صورت و مخر‎ 
صور و محرح عر‎ NB بر دال گر در ر‎ 


طرف را در ١‏ - صرب نیم ٤‏ خواهيم وات 


AM AR 
BM BN 
أكون :اکر حای دو وسط را با هم عوض کنیم » را بطه مطاوب‎ 
AM BM 
. چ س بدست ھی | رد‎ 
AN BN 


۶ تعر يف دیگر- وقنی که بین چہار نقطه واقع بربك خط راست 


تشکیل داده‌اند . 


PTA ۹‏ 
کے ر 
۷ اعبیر جبر ی رابطۀنوافقى- هر گاه در روی محور x x‏ که 
ك تسم توافقی 8M N(‏ ۸ ).ر ا قرار دارد » نقطه دلخواهی ما نند 


۳ 2 يا 
رر 


0 را مبداً طولپا اختیارکنيم (شکل ۴) و طولپاې قاط ۸ » 8 » ۷1و 
N‏ بعنی 0۸ › lı ON 0M «OB‏ در تىس به 4 < ‘b‏ ۳و ۸ نما ش 
دهیم » با توجه به اینکه اندازۀ جبری هر بردار واقع بريك محود برابر 


است با طول منتهای بردار منهای طول مبدا آن(نتیجه قضيه شال) 


می توا نیم 
دمو سیم : 
I _ A-O KA _ÖK-R‏ 
MB OB —OM NB OB— ON‏ 
و با توحه به دو رابطه اخىر دابط توافقی کہ ہے ا 


یك صو رت ژر در نو سه هی‌شود َ 


OA-OW_  OA-OR 
OB—OM OB -—ON 

am a—n 

bm b—n 


اق را رطه را ساوک می‌توان ده صورت رن در ا : 


(ab +mn)= (a+ b)(m-+n)‏ )ل( 
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ا 


ٍ 
1 
1 
i 
1 


U.‏ س 
زک S/‏ 


ردت در ۸ ۔- صودتہای مہم دیگر از دابطة توافقی - اولا هرگاه بر 
روی محور× × 0 را همان قطه A‏ اتتخاب كنم (شکل ۵( طول 


x0 
CA TMB n og « 


شکل ۵ھ 
0۸ مساوی صفر می‌شود » و چون در رابطه ۲ به جای 4 صقر قر اردهيم» 
ان رابطه به أن صورت در می ید : 
Ymn = bm + bn ۱‏ 


3 یں از تقسيم دو طرف »م bmn‏ ( حاصل می‌شود : 
۲ 
ج (w)‏ 
AB AM AN‏ 
بعنی : اگر دد یك تقسیم توافقی یکی از نقاط تقسیم دامبدا طو لھا 


اختیار کنيم » دو برابرعکس طول مزدوج آن نقطه مساوی است با مجموع 
عکسهای طو لهای دو نقطه دبگر . 


ا در روی محور × × E‏ 0 را وسل عه خمل AB‏ 
اتتخاب‌کنیم (شکل ۶) » 0۸ د 08 متساوی و مختلفالعلامه می‌شو ند 


x 
CCA OM BG ego gx 
۶ شکل‎ 


و دارم : ۾ - =ط ؛ حال اگردر رابطةٌ ۲ به جای ط › (4-) را قرار 


ديم ¢ خواهیم واشت ؛ 


8 
Y(—a' mn) =o‏ 
ا : mn=a"‏ )۴( 
ا OM .ON=O0A'"‏ 
از این رابطه معلوم می‌شود که 0۷ و 0۸×۸ هم علامتند ؛ پعنی 
0٩ „OM‏ متحدالجتند و در نتجه 1 و N‏ همشه در يك طرف 0 
(وسط 8 4) قرار دارند . 


هر دو نقطه دريك طرف وسط آن پار خط هستند و حاصل‌ضرب فاصله‌های 
وسط پارهخط از آن دو نقطه اوی است با مر لع نصف راره‌خط مفروض. 


نوجه کنید ! را بطه‌های ۱ و ۲ و ۳ و۴ › صورتہای مختلف را رطه 


تواققی سد . 


ج ۔ دستگاه تو ای 


۹ س کر شد دس کہ و اتی اوا شعاعپای رافق بارت 
از جپار خط متقاری‌است که بر چپار نقطه يك تقسیم توافقی Ed‏ 
مثالا اگر در شکل ۷ » بین چپار نقطةٌ ۸ › 8 › M1‏ و رابطة توافقی 
برقرار باشد» چپارخط 04 »08 » 0٥M‏ و 0N‏ بك دستگاہ توافقی 
است‌که آن را به این صورت نماش می‌دهند : BM N(‏ 0-۸). 

هربك از چہار خط را بك شعاع دستکاه می‌ناهند . 

چون جای 0 را تغییر دهیم » می‌بینیم که با یك تقسیم توافقی 


ا توافقی بمشمار می‌توان ساخت . 
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_ 
س ٠‏ شکل ۷ 
رل ٥‏ قصہه س هر باه خطی دەمو ازات یك شعاع دستگاه تو افقی ر سم 
شود » سه شعاع دیگر بر ړوی ان » دو بارهخط متساوی جدا می کنند ۰ 
برهان ‏ ا خط 
uA) DC‏ 
توافقی )0-A۸ BM)‏ 
را به‌موازاتشعاع 04 


وطع کرده باشد ( 


از8 خطی‌موازی با 


شکل ۸ 

04 می کشیم تا دو شعاع دیگر را در € و 0 قطع‌کند ؛اگر ثاب تکنیم 

که 8€ =8 › بەموجب فضي تالس نتیجه می‌گیر ب که € 8= 0 8. 
از تشا ره دد مثلٹ MBD 3 MAO‏ می توا نہ 

0 OA __MA 

BD MB 


¢ بمو سے م 


3 از نشا به در مثاث NBC 9 NAO‏ دارم : 


| 
۱ 
E 


e 


ا 1۵۲ khosro1‏ 
OA_NA‏ )¥( با تو جه نه رابطه ۱ > طرقپای دوم رابطه‌های ۲ و ۳ مساویند 1 
BC NB‏ ا HK SK‏ 
اها نا به فرض دارم : HR SR J‏ 
س HK SK MA MA NA‏ 
IK SE ul MA _NA |MA|_|_FA| _ HA__RR‏ 
HR SR o. NB “IMB NB” MB NB‏ 
نی E‏ وا ەاا و ٣‏ مساو ند و در نجه عنی نقاط & » ۴ » 8H‏ و5 ازخط ےھ › رك تقسیم توافقیتفکیل 
OA OA‏ ادا ین 
٩ BD BC‏ مسګله _ سه :قط 4 ؛ 8 د ر روی بك خطی داده شدهہ 
است . مزدوج توافقی ]1 دا نسبت به ۸ و 8 » به وسیل ترسم , بدست 
اوربك . 
داه اول از ۸ و 8 (شکل ٠۰‏ نا )۱١‏ دوخط متوازی دلخواه 


دعسی I 3 BD— BC‏ ( هما نطور که دز | شا ا سل » 
ف را قطع کد ۾ قاط 
ر م ھی کیم و از ۷M‏ خطی‌می گذرا تاآ پارا AAS‏ کک 


My 
My 


. BD — BC, 
ت وة روی عر خطی که دس تاه 7و 9ة‎ ٠ 6 رر‎ 


تقاطع > شکیل بك تةسیم و افقی مید هند . 
: اشد( و 
ڊبرهان اکر (O—xzyt)‏ اة ای باشد(شکل۹) وخ 
8ر 
A N!‏ 


4 ان رادر R. K‏ Hو‏ $ قطعکردە باشك» R jl‏ خطی موازی OK‏ 
E‏ را C Dè‏ د D‏ قط م کند؛ چون دنتگاه »توافقی 
شکل ۱۰ 


B8"‏ ور من dan Ba dC lB‏ می اورم و از ۸ به "8 وصل 


س 
A۸‏ 
ر 
1 
1 
١‏ 
1 
1 
1 
1 
۱ 
1 


می کشم تا دو شعاع د 
ا : 
RC=RD‏ )\( 
اما در دوم تلك متشا به 
:wlHDRHOK‏ 
RL (۲) HK OK‏ 
o HR TDR‏ 
e a"‏ / 
و در دو مماث متشا به ر a‏ 
ي ا لا 
SRC:SOK‏ داریم: B N‏ ل A M‏ 
1 
تکل ۱١‏ 


SK OK 
| (© SR= RC 
| 


_¥A_ khqêro' 1۵۲ E 
: میکنیم؛ "8 ۸ خط ۸8 را (ہا امتداد "8 ۸ امتداد ۸8 را) در نقطۂُ‎ 
* a وطح حو آهں اا ه‎ N مطلو ل‎ 
OT ۷ داه دوم به قطر ۸8 نیمدا یره‌ای می‌زنیم (شکل ۱۲)؛ از‎ 
4 e قطع کند؛ مماس‎ Tak اخراج می کنیم ا دادره را در‎ AB عمودی در‎ 
A e M فطع می کند» طوری که اول‎ N ا در‎ AB أمتداد‎ TT دردادره در قله‎ 
/D ا ا کک سے‎ T 
. ر‎ Sî 
۱۴ شکل‎ / /ُ e 
2 / ع‎ ۱ ™ 
را ) در زقطه‎ AB را ( ا امتداد 0(0 امتداأادہ‎ AB b> OD می کنیم ؛‎ 1 ١ a 
ا‎ ] x 
Xx 0 
. قطع خواهدكرد‎ ٩ ا 8 ف مطلوب‎ 
, ۱۲ شکل‎ 
4 : در بك طرف 0 واقعند و ثانیاً دارم‎ N وط 48 و 1 و‎ 0 
E OM.ON=OT'=O4A' 
م‎ ۱ \ 
َر‎ ٤ ٤ لاز‎ M اد وه‎ 
ا ا ر‎ b 1 
r OL. O ADL 
ch َ 
رای ا‎ A O0 N 8B M 
۱۵ شکل‎ 1 
رین‎ EE as LN 
س ابت کنید که در دو دایرۀ متخارج » نقاط برحورد حط المرکز ین‎ ١ u دای ا ين‌عمود › نقیله مطلوبت‎ >١ را بر ۸8 فرود می| وريم ؛ نقطهُ‎ N 
ا نسبت به مرکزهای دو دایره مزدوج توافقی‎ Ny . است‎ 
تلاقی دو قطر ونقطة برخورد دوساق‎ eS و 8 وصل می کنیم‎ M › ۸ راه سوم از نقطه‌ای چون 0 به‎ 
ey و =" ت‎ . a  ک‎ 0 ر‎ 3 
(شکل۱۴ ا ۱۵) و از8 خطی موازی 0۸ می کشیم تا 0۷ را در نقطه و ی دوه عه روی يك خط قر ار دارند ويك تفسیم توافقی تشکیل می‌دهند.‎ 


۳ ۔ ھرگاہ چھار نقطۂ ۸ › 8 )€ و 5 بر روی یك نحط راست جنان 
( قط ع کند؛ BD‏ و روگ CB‏ نها ندازه BC‏ جدامی کنیم OD,‏ راوصل باشند که رابطة : ۲ 


:ت ا 


۶ 
CA DA‏ 
GB DB‏ 
برقرار و ۷1[ وسط 0( باشد» ثابت کنید که : 
MA _‏ 
MB‏ 


۴ ہ دونقطۂ ۸ و 8 دادہ شدہ است ؛ برخط ۸8 دونقطة € و( جنان 
بيا بيد که پاره حط 8 دا به نسبت توافقی تقسیم کنند و طول پارهحط ([] 
مساوی | باشد . 

ھ _ درمثلث متساوی السافین 8€ ۸ ارتفا ع رس ۸ قاعدة 8€ را در 
H‏ و دایرهای راکه در 8 و € برساقها مماس است در ۷ وN‏ قطع می‌کند. 
ثابت‌کنید که چهار نقطة ۸ › ٤‏ › 1 و N‏ يك تفسیم توافقی تشکیل می‌دهند. 

۶ ہے پنج ضلعی منتظم ومحدب A BC DÊ‏ در دایره‌ای به مرکز ل) وبه 
شعاع ۸ محاط است؛ حط ۸ 0که عمود منصف ضلع ([)] وقطر 8B E‏ می باشد 
این دو خط را بترتیب در نقاط ۴ و 6 قطع می‌کند ؛ طولهای 0۴ و 06 
را بر حسب ۴ حساب کردہ ازآن رو ثابت‌کنید که نقاط ۴ و و) مزدو جح توافقی 
یکدیگر ند نسبت به دو نقطهٌ 0© و 4۸ . 

۷ ہے بر روی ضلع 6€ ار ثلث 8B)‏ ۸ وبرامتداد آن » تقاط QOP‏ 
را مزدوج یکدیگرسبت به 8 و ) احتیار می‌کنیم ؛ مطلوب است مکان هندسی 
مرکز دایرۂ محیطی مثالٹ ۸۴0 . 

۸ ثابت کنید که نیمسازهای دو زاویةٌ حادث بین دوخط متقاطع » با این 
دو نحط يك دستگاه تو افقی بو جود می آورند . 

٩‏ ہے ابت کنیدکه هرگاه دريك دستگاه تو اففی دوشحاع غير مجاور برهم 
عمو.د باشند ۾ این دو شعا ع نیمسارهای روایای بین دو شعا ع دیکر ند 1 

٥‏ یکی از میانه‌های مثلث 8٣]‏ ۸ را رسم کنید وشعاع مزدوج‌آن را 
سبت به دوضلع دیگر بدست آورید . 4 

۹ حرا مسار اویه خحارجی مثلك متساویالساقین با قاعدۀ ان فلت 
مو از است : 

۳ اگر دستگاہ ( N ٥Q‏ 0-۷ ) توافقی باشدء آن را با داشتن 
زاویه‌های 0۶[ و N0@Q‏ رسم کنید ۰ 

۴- در دایره‌ای دو وتر ۸8 و ۸€ را رسم می‌کنیم ؛ قطر عمود بر 
AC Jı AB‏ را در ۴1 وامتداد 8)0 دادر € و دایرهرا در ۷ و N‏ قط 
می‌کند؟ ا بت‌کنیدکه ۷1[ و N‏ قطعه‌حط ) 3 رابه نسبت تو افقی تقسیم می‌کنند. 
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ت 


۴ قطر 8 ۸ د دتر ۸Q‏ عمود بر 8 4 در دایره‌ای مفروضند ؛ از 
نقطۂ ۶ واقع برمحیط دایره به ۸ و 8 وصل می‌کنیم تا 8Q‏ را در M1‏ و N‏ 
قطع کنند ؛ چرا ۷1 و N‏ نسبت به ۴ و () مزدوج توافقی یکدیگرند ؟ 

٥۵‏ در مثلث غیر مشخص )۸8 ۰ ضلع 8B]‏ را تا قط 0 به اندازۂ 
خود امتداد دهد ( 08 = 6)0 ) ؛ بر ۸8 طولهای گھ ع و 
AB‏ 
a‏ را جدا کنید ؛ ٤‏ و۴٣(‏ رارسم کنید ومحل برخورد آنھا را 
با ضلع 6G › A۸6‏ و H‏ نام بگذارید ؛ EH‏ و ۴6 را رسم‌کنید ومحل تلاقی 
آنھا را ] بنامید ؛ [(] را بکشید تا ضلع ۸8 را قطع کند ونقطة تقاطع را به 


AB 
. EK= 


راهنما یی ار حاصت میانه های بك مثلت وتمرین ۲ استفاده کنید . 


نمایش دهید؟ ثابت کنید : 


هندسه و مخروطات 


فصل چہارم 
فو ت زقطه 


آلف ۔ے فوت شطه سبت به دایره 


١-ۆضيه-‏ ھور ګاہ از نقطه ای ما نند M(داخل‏ اأ خارج دایره»شکل١)‏ 
.خط متغیری بگذرانیم تا دایرۀ 0 دا در دو قطة ۸ و 8 وطع کند »حاصل 
ضرب دوقطعة ۸ د 18 همواره مقداری ست ثابت . 


١ شکل‎ 


برهان ‏ قطری از دایره را که بر 1 می گذرد رسم می کنیم تا 

دابره را در € و ( قطع کند ؛ دومثلٹ ([ M۸‏ و 8€ M1‏ که زاوبه‌های 
أ ای اظ چبارینه. مغابه ا ادنگ اد چن : 

MA MC 


— س 


MD MB 


(\)  MA.MB=MC.MD L 
MA.M 8 به هر وضعی اشد > حاصل ضرب‎ MAB یعنی قاع‎ 


همواره مساوی مقدار ثابت 60.۷10[ است . 
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Tr Er a g2 He, as a eS FT Sa ©‏ ال جیا - ے 


س س ب 


سے ي س ب 


ب کب 


٣‏ تعر یف - اگرروی هرخط ماربر 11 جہت قال شویم (یعنی 
روی خط محور اختیار کنیم) هی بینیم چنانچه ۸1 خارج دایره باشد» چون 
۸ و B‏ در یك طرف ۷N‏ هستند 14 و 18 ھىعلامتنة و A.8‏ 
مشت است و چنانچه 1 داخل دایره باشد» ۸ و 8 در طرفن ۷ 
خواهند :ود د 1۸,۷8 منفی است . 

NE O E ys 
: است » بن اندازه‌های جیری نىز همواره رابطه زیر برقرار است‎ 

(% MA.MB—=MC.MD 

بعنی اگر قاطع ۸8 که بر 1 می گذرد تغبیر کند حاصل ضرب 
اندازه‌های جىری M14۸‏ و 8 1[ ابت است و به وضع قاطع ندارد. 

این مقدار ثا بت راکه فقط ستگی به جای M1‏ دارد » قوت قط ۷ 
نست به دار () می‌نامیم . 

M قفوت نقطه‎ = p= MA. MB MC. MD 
اگر شعاع دایره را٣ و فاصلة 1 از 0 » مرکز دایره » را‎ 


بنامیم دأریم : 
p=d' ~r"‏ )۳( 
زرا به موجب قضبه ل 
MC=MO+0C‏ 
MD=MO+-O0D=MO—O0C‏ 
پس : 
p= MC.MD=(MO-+-0C) (MO—0C)= MO'—OC'‏ 
و بطور خلاصه : p=d'—r"‏ 
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۵۱ 
4 به موجب را بطه ۳ بر حسب نقطه 1 خار جداریره» باروی ا 
اث » ا داخل داءره باشد» قوت آن مثبت » مساوی صفر »› یا منفی است با مربع نصف وتر به طول مینیمم که از آن نقطه می گذدد . 
است » یعنی : انیج - اگر سه قط ۸ )8 و ا امتداد نہاشد: ٣۶‏ 
د داشته باشیم : <۵ » دارم : ۰م نقطه‌ای برامتداد ۸8 باشد بقمی که داشته باش : "۴۲ = ۶۸.۴۶8, 
د اکر داشته باشیم : =4 ؛ دارم : هکم دابرۂ محیطی مثلٹ ۸81 در ۲ بر خط ۲۳ مماس است . 


Qa 


2 اگر داشته اشيم : d<r‏ ( دارم : p<‏ 
۳ ھر گاہ در شکل ۲ ار 


T 
ب ۔ مچو ر صلی دو د‎ u سے‎ 
e ر نقطةُ ۷1 مماس ۲[ را بر دایره | سس‎ 


رم کنیم ¢ درمثاتث lıMOTر‏ : | ) ) Tg‏ 5 
MT'= MO'-—-OT'‏ ۴ دو دایرة متخارج 0 و 0 را در نظر می گیر بم (شکل ۴) ؛ 


2 9 ٥ 
دا ایل پت لرل‎ 


M 


از 0 خط دلخواهی مانند ۸ می گذرا نیم تا داءرة 0 را قطع کند ؛:رروی 
عى : قوت يك نقطه که خارج دایره واقع باشد» اوی با مربع قطعه‌ای ازا ين خط که بین دو دابره و خارج ازهر دو می‌باشد» نقطهای 
طول مماس مرسوم از آن نقطه بر دایره است . ا مانند 1 خیلی نزدیك به محیط دایرۂ 0 اختیار می کنیم ؛ اگر قوت 

هر داه نقطةٌ 1 داخلدا ره این نقطه را سیت به دارة 0 مساوی ص و سیت به دادرةٌ 0 مساوی 
باشد (شکل ۳) و از قط ۸1 وتر 
به طول مینیمم *بعنی UM‏ را 


رسم کنیم» در مملث MOC‏ داررم: 


۴ شکل‎ MC=OC—MO=r'—d' 
٤ : _—_ MC" اأ‎ 
0 را روی ۸ به طرف دارةٌ‎ M1 خىلى' نزدىك به صفر است ؛ حالا‎ Pp p= —MC' 


س 


ا 
٭ وتر عمود بر 0۷1 طولش مینیمم است (چرا ؟) . SE‏ م شوو" 
س ممم (چر ( 1 ھی دھہ Pp‏ تدر یج دزر 8 9 P‏ رفہ درف E‏ می سود ۽ ت 


= 


نی که ۷1 خیلی نزو مك ر 0 شود »› عی خبلی ډه صر 


p>P’ lala‏ خواهد بود ؛ پس در سیر 
نةطة ۸ بر روی خط 4 » مسلماً لحظه‌ای فرا ر سده است که م با َم 


مساوی شده باشد » يرا که اگر از دومقدار نامتساوی مقدار کوچکتر 


نزدىكڭ شوڊد Ee‏ ا صورت » 


رقتەرفته دزدرگتر شود و مقدار زر گتر تدر دج رلب تا تر تب عدم 
ساو | افعو 2ود > دروك لح ظه این ‌دومقدار باهم مساوی می‌شو ند. 

| نچ کفتري» واک تو ضیح ان مطلب بود که روی هر خط ماتند ۱ 
ا شکل سل » می توان نقطه‌ای ٫افت‏ که نسبت به دو دادره همقوه اشد 


حدر رر 2 a)‏ - قضيه د مکان هندسی نقاطی ک4 لست به دو دایره هم قو ' 


باشند » خطی است ستقیم عمود بر خطالمرکزین دو دایره . 

برهان - فرض می‌کنیم 0و 0 (شکل ۵) مر کزهای دو دایره و 
٣و ٣‏ ( ۳< ) بترتب › شعاعپای 1ن دو دایره و 1 نقطه‌ای همقوه 
سبت به این دوابر و ۳ تصویر ۷ بر خطالمرکز ین 007 و قط 1 
وسط 00 باشد ؛ و نیز 00 را » با انتخاب جہت مثبتی اخشاری بر 
| ن»محورىمى|نگارىم 
که مدا طولپا بر روی 
آ12 ا 

بنا برفرضء» نقطه 
8 سبت به دو دار 


0 و'O‏ هم قوه اشرت 
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پس دارم : 
MO'—r'=MO"— r"‏ 
و از اتجا: MO'—-MO"=r"—r’"‏ )\( 


در دو مثلت قائالزاوية 1۷0 و 1107 دارم : 
MO'—HM'+HO'‏ )( 
و MO"= HM'+HO"T‏ )۳( 
وازانجا: 
(FJ)  MO'—-MO"= HO'— HO"‏ 
از مقاسة روایط ۱ و ۴ معلوم میشود : 
(a) HO'—HO’=r'—r"‏ 
اما HO=10-—IH‏ 
HO =1I0 —-IH= —-10 -IH=—(IO+IH) »‏ 
و چون اىن مقادىر 810 و 10 را در رابطه ۵ قرار داده را طه 
حاصل را مختصر کنیم » چنین خواهیم داشت : 
—FIOxXIH=r"'—r"‏ 


00 
SE xIH=r'—r'" ا‎ 
(۶) OO xIFH=r"' ~r" 
__ F7" ِ 


ت 

بطوری که می سند » ]۴[ مقدار معینی دارد و در نتیجه نقطه ]۴ 

که تصوبر 11 بر 00 است » نقطة ثابتی می‌باشد » بعنی هرگاه از همه 
نغاطی که نست به دودايرة 0ء 0 هم قوه باشند » عمودهایی بر 
خطالمر کزین فرود آوریم » پای همکی این عمودها نقَطةٌ ثابت 8 بوده 
و در نجه کلنه عمودهای مذکور بر Od‏ منطمقنكد . 


یو 
وور 


همه نقطه‌هابی که نسرت به دو دایره دارای قو تهای متساو یند ۰ بر 
روی يك خط ثابت عمود بر خطالم رکز ین قرار دار ند . 


بعکس » باسانی می‌توان ثابت کرد که همه نقاط این خط سبت 
به دو دایره همقو تند . 

امن خط راکه مکان هندسی نقاط همقوت تست به دو دایره است» 
محو د اصلی دو دا یره می نامند . 

بر حسب اوضاع مختلف دو دایره نسبت به‌هم » وضع محور اصلی 
دو واه سیت په ان دو ر »> بدن وار ایت : 

الف ۔ محور اصلی دو دایرۂ مماس بر ھم › مماس مشتر کی است 
که بر نقطة تماس دو دام ره می‌گذرد (چرا ؟) . 

ب د محوراصلی دو دابرة متقاطع » خطی استکه بر تقاط تقاطع 
آ نپا می گذرد (به چه دلیل ؟) . 
و ج اگر دو دایره هیچ نقطهٌ مشترکئ نداشته باشند » محور 
اصلی آنہا با ھیچیك از آنہا هی نقطة مشت ر کی نخواهد داشت ؛ زرا 
اگر محور اصلی با مکی از دو دابره بك با دو نقطه مشترك داشته باشد › 
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قوت أین نقطه ا نقاط مشترك » سمت به دادره نامیرده صفر و نست به 
DE E‏ 
نقطه با نقاطی مختاف ا لةوه نسبت به دو دا بره وحود خواهد داشت و این 
TT‏ 

دراین حالت » برای تعیین وضع محور اصلی نسبت به دو دایره» 
چون را طه ۶ رأ به صورت : 

(۸) FIO xIH=r'—r" 

نوسيم » با توحجه يه ا مقدار ۲-٣١٢‏ مشت می باشد › واضح 
می‌شود که 10د 1۳81 متحدالعلامه‌اند و از ابنجا معاوم می‌شود که نسیت 
به وسط خطالمر کزین » محور اصلی دو دابره در همان طرفی قرار 
دارو که مر کر دار کوچکر واقع است : به بیان دیک »۲ محور اصلی 
در دايره 2 مر کز دا رة کوچکتر ٤‏ در بك طرف و سط خطا لمر كزين قرار 
داأونك . 

علاوه براین » اگر دو دایره مانند شکل ۵ متخارح باشند › نقطه 


8 بین دو دادره واقع خواهد دود ؛ زرا اگر را بطه ۷ را بر حسب قدر 


: مطل ده صورت‎ 
rr  r—r 
[Hay —— 
OO ۲ 
a rr 0 0, 


داشت 


س 0ب 


r—r  _r}+r O0 
٢ < ۲ < ۲ 


IH< 


IH<IO ا‎ 


چنانچه دو دایره متداخل باشند › نقطه ۳81 برامتدادخطا لمر کز ین 
SE‏ به نةطه 1 در همان طرفی است که نقطه 0 رار دارد . 

N OOO E 
. در نتہجه محور اصلی دو دا ره به فاصله ببنپا دت دور می‌افتد‎ 

۶ نتیچة ١‏ مور اصلى دو دايرة غير متقاطع » مکان هندسى 


نقاطی است که از آن نقاط » می‌ توان مماسهای متساوی لر دو دازره رسم 
کرد ؛ و در دو دایرة متقاطع » از هر نقطهۀ محور اصلی که خارج دو دایره 


واقع اشد » می‌توان مماسهای متساوی در دو دالره رسم کرد ) به جه 


دلىل ؟ ) 


نتيجة ۳ ہ قسمتی از محوداصلی دو داارڈ متقاطع که در داخل دو 
دادره قرار دارد » مکان هندسی نقاطی است که از آن نقاط » می‌توان دو 
وتر متساوی و بهطول مینیهم دد دو داډره دسم ګرد ( به چه دلنل ؟) . 

ية ۳ د محور اصلی دو دااره» مماسهای مشتر ك دو دایره را 
نصف می‌کند (چرا ؟) . 

این تتحه »› راهی عملی برای رسم محور اصلی دو دأرة متخارج 


سے 


ا ا 
ر ل 1 DP‏ 
ب a‏ 


۷ تعر یف ۔ ھر گاہ از بك نقطةُ ۶ دو مما آ۴ و آ۴ را 
بر دایرة 0 رسم کنیم (شکل ۶ ) خط 4 را که ر usط PT, PT‏ 


ر 


5 


3 
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HERIR 


Hf 


یر ا ا ا 


| 
1 


ل 


ميم گڏرد› محور اصلی قط sP‏ 
دار 0 می نامیم 1 وا هر 
نقطه را می توان دا رره‌آی ده شعا ع 


صةر ا تست . 


در أصلى سه دابره 
EY - ۸‏ محورهای اصلی سه دالره که مر کز های نها لر وك 
امتداد نیاشند در وك نفطه متقار ند . 
ان وة را 
مر کز اصلی سهدا ره 
می دو ند . 
برهان د ,۸ 


A, 2 0ً‏ مور اصلی 


شکل ۷ 
O" ,0‏ وار فطع می کنند ل ( را و 
دو خط بر دوخط متقاطع 00 و "0 0 عمودند ونمی‌توانند با بکدیگر 


موازی شوند . اگرقوت ك را نسبت به دایرة 0 مساوی ص فرض كنم › 
قوت ان سبت به 0 نیز ص است و چون ۵ بر روی 4 است قوتش 


تست به 0 در ع فی کرو :س درت تیت د0 و 0 کے ات 


E 
و در نشجه بر مور اصلی دو داءرةٌ اخبر قرار دارد . س محور اصلی‎ 
. هم بر له می‌گذرد‎ 0" sO 
وقتی که نقطه ت › مر کز اصلی سهداره »بیرون از آن‎  هجیتن‎ 
دوایر باشد» مماسپا بی که أار وه بر سه دایره رسم شو ند » هساو ند ؛‎ 
و چنانچه ت درون سه دایره باشد » سه وتر به‌طول مینیمم که از نقطه‎ 
. ت در سه دایره رسم شوند » با هم برابرند (چرا ؟)‎ 
وحود مركز اصلی دراک سه دأ ره 5 راان ر ك‎ ۹ 
› اداد اة > راه غل سادوی برای رسم محور اصلی دو دادره‎ 
. بخصوص دو دایرة متخار ج و یا متداخل › دست می‌دهد‎ 
(مثلا رای رسم هحور اصلی دو دایره مانند 0 و 0 ( شکل‎ 
دایرۀ سومی رسم می کنیم که مرکزش روی 00 نباشد و هر دو‎ » ) ۸ 
1 داىره رأ فطع کند‎ 
اون سەداورەدارىم‎ 
که رسم دو محور اصلی | نا‎ 
جے اوہ ایت وزرا د‎ 
دو دايره متقاطعند ؛ س‎ 
محورهای اصلی ( وترهای‎ 
را رسم‎ CK مشترك) ۸8 و‎ 
می کنیم تا درت تقاطع كنند؛‎ 


ار س که عمودی پر خطالمر دز بن OO’‏ فرود اورم ») مجر اصلی 


مطاوب ا ( 
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6ھ داد هرد غای ددا وه و ت اغداد اة :وو الت 
اغاق می‌أفتد : 
حالت ادل = سه دا ره دودو دارآی محورهای اصلی متما دز ند › 
مانند دایره‌های 0 » 0 و 0 در قشل ۹ء گەونان ۵ محور 


اصلی "0 9 ً0 و A‏ مجو ر اصای "0 2 0 9 A"‏ محور اصلی 0 9 


O O Ce) 


۵ A 1 
٩ شکل‎ 
0 

a5 دأءرەھا ر اصلی ادنك ممکن ست 5 سود‎ e 
(٤ حالت ددم ك محورهای اصلی سه اوه دو يدو در ھم منطہقنی‎ 
یعنی سف دأره دارای یك‎ 
محوراصلی مشتر کند» ما نند‎ 
بد ہی‎ ۰ ۱٥ داىره‌های شکل‎ 


ات که در ا صورت › 


5 
a5‏ ست د ھر اڭ دادره همدو تذں 
سے 
) ۹۹- دس هر گاه سه دایره را در E‏ 
_ ا فةط يك نقطه می‌توان ا فت ا ا همدوت باش » 
در اش صو رت مر کزهای سف دادره در ك أمتدأد تہسسسك . 
ا ہچ نقطه‌ای نمی توان واقت که سیت ده سه دا ره دقوت 
دا شک ¡٤‏ در ان صو رت مر کزهای اس دادره لر مك ا نادن 
5 دىشەر از وك ذقطه می توان ماقت که تسست به سەدا ره همدوت 
باشند ار ا صورت تەر مر کز ها در ك EW)‏ ( 
از حالت سوم‌گاهی برای اثبات اینکه سه نقطه بر یك استقامتند 
استفاده‌می شود ر ا که وفتی که خو أهنں او لىد ف وة 


رزوی ىك خا قرار ذار ین ( ابت می گند a5‏ اي زواط مر کزهای لىدڭ 


دا ردا کن ل مك نقطه می‌توان ا ت نپا دارای 


ما در مہ حت چپارضلعی کامل از اس خاصہت استفاده‌خواهيم کر د. 


ك ت دستگاه دو ادر 


1 تعر لف دستگاه دار ا دست دار دڎ دا ىرەھا يى 5 


فی شود که همگی آ نپا دارا ك مور اصلی ا باشنک : 
۳ مستله۔ دا رة 0؛بكى د دواار دستگاهھی ا ‘A۸‏ محو د اصلی 


3 
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E E 

مشترك دستگاه » داده شده است ؛ سار دوابر دستگاه را مشخص کنید . 

ES 
حل- می‌دا نیم که‌مر!کز دوایر مطاوب » روی عمودی هستندکه از‎ 
بر4 رسم شود ؛ اود را در قطع ہی کند : ا ا‎ 0 
EE را قطع‎ 0 
را ر‎ H1 مما س‎ H 
دار 0 رسم می کنیم‎ 
و به مر كز ۳ و شعاع‎ 
1دا رەاىمى کشم‎ 


Cs‏ می تامیم؛ 
حال اگر از هر نقطة دلخواه ۷ واقع بر دایرةٌ € عمودی برشعاع ۲1M‏ 
رسم کنیم تا امتداد 0 را در 0 فطع کند» دایره‌ای که به مرکز 0 
وشعاع ¥ 0 رسم شود » یکی از دوا:رمطلوب است ؛ زیراکه ۵ محور 
اصلی أن دایره با دایرة 0 است ( قوت ۳8 سیت به دو داه 0 و 0 
رار (wl HT', HM'‏ . 

وار ی و بشمار است و در دو طرف خط 4 فرار 
دارنك . دواورۍ که وو بت طرف 2| 
4 فرار دارند » متداخلنی . 

درصور تی که خط 4 دارة 
0 را در دونقطه BA4‏ قطع کنں 
( ل 0 + یوار واا 


ار ۸ و 8 می گذرند . 


شکل ۲ 


© 


> حالت مخصوص که ۵ در نقطه‌ای دردادرة 0 مماس اشد همه 
داره‌های داد در همان زقطه ار Ee‏ اسك : 


ھ ۔ دو ایر عمود بر هم 


۴ - تعر یف - زاوبه سن دومىحىی ٤‏ زاو به سن مماسہای مر سوم 
بر آ نپا در نقطة تقاطعشان است . اگر این زاوبه قائمه باشد » می گو بم 
که دو مہحمی در ةة تقاطع خود در هم عمودند : 

زاو ده سن بك خط راست و يك متحمی ( زاو ده مل انیت یا 
مماسی که در نقطةٌ تقاطع خط و منحنی برآن منحنی رسم شده باشد . 

۵ - دایره‌های عموت ژر ھم - مطا بق تعر نف؛ دأره‌های غ#مود 
درم ¢ دوایری SER‏ مماسپای نقطه 
تاطشان برهم عمود باشند (شکل۳)). 

تو جه کنید ! می دا نیم 5ه دودادرة 
متقاطم ا را در دو زمه فطع 
ا ٤‏ اکر در یکی ار ان دو ذقطه» 


شکل ۳ 


مماسپا در م عمود باشند ٤‏ در ولد ویار ىز مماسپا بر کم ړو د نك 


(جرا (. 
۶ قضيه ہے در دو دډایرۂ عمود بر هم : 
[ شعاعهای نقطة تقاطع › در هم عمودند . 
[[- دد نقطه تقاطع » شعاع هر دابره در دایرۂ دیگر مهاس است . 
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E 
. مر بع خطالمر کز بن مساوی است با مجموع مر بعهای دو شعاع‎ --11 
قوت مر کز هر دادره نست به دایرۀ دیگرء مساویاست با مر ع‎ -۷ 
: شعاع همان دايره‎ 
هر قطر يك دایره به وسیل دایرة دیگر بەنست توافقی تقسیم‎ ۷ 
. می‌شود‎ 


فرض این است که ۸1 و ۸۲ مماسپای دو دایر؟ 0 و0 در 

زذمله تقاطعشان بر ھم #مودنكد » عنی AT AT‏ (شکل ۱۴) ۰ 
بر هان - 1[ مىدا نیم که 
اکر خطی درداره‌ای مماس باشد» 


شعاع مار یر نقطه تماس عمود است 


در خط مم اس دس yOA | AT‏ 


شکل ۱۴ 
AT 9 AT‏ تىز در هم عمو د نک باورا دن در حول نقطة A‏ چپار زاو یه 
تشکىل شده است که سەتای آنپا ىنى 041 › 0۸1 و TAT‏ 


قائمه‌اند » پس چپارمی نیز قائمه است بعنی 074 | 0۸ . 
11 و آ4 ھر در عسوت ر 1ے ء چن ب آنا 
بکدریگر ند» بعنی 0۸ مماس است بردایرة 0 . 
11 اگر طول خطالمر کز بن» 007 » را ل وشعاعپای دو دابرہ 
دا ۴ و ٣‏ فرض‌کنیم » در مثلث قائما لزاویۂ 040 چنین خواهیم‌داشت: 
d'=r'+r’"‏ 
۷- بنابر همین رابطة اخیر هربع مماس 04 قوت نقطة 0 ست 


نست ده دار ة0 ٠‏ همچنن است راک ووت نقطه 0 نست بەدا ىر 02 : 


۴ هندسه و مخروطات 
۷ _ وطر غىرھشخص 5 ار دار0 دارة 0 رادر M‏ و N‏ 
قطع ھی کنن 0M x ON.‏ قوتنقطۂ 0 است سیت به داورة 0 »س: 
OM .ON=r"= OC!‏ 
دعن ( به مو جي را هه ۴ ازشمارة ۸ فصل سوم ) M‏ د N‏ سەت به 
و 2 مزدوج توافقی بکدیگرند » با په عبارت دیگر M1‏ و N‏ قطر 
اى وات 
۷ ۔ قضیة عکس ۔ هر گاہ در دو دایرة متقاطع یکی از خواص 
زار دډرقرار باشد دو دایره بر هم عمودند : 
1 شعاعهای نط تقاطع برهم عمود ډدأاشند , 


|[ دز نقطه تقاطم شعاع یکی بر دیگری مماس اشد . 


111 مر بع خطاله‌رکز ین مساوی مجموع مر بعهای دوشعاع دو دااره 
اشد . 


۷- قوتمر کز یکی نسبت به دیگری» مساوی مر بع‌شعاع خودش باشد. 
۷ هر قطر از یکی » به وسیل دیگر ی › به سیت توافقی تقسیم شود . 


اثیات اس وضه را در عږده دا E‏ می گذاریم 

۱۸ - دو ایر عموت نر دد ایر مقر وض هر گاه دایره‌ای ا 
دو دایره عمود باش ٤‏ مر کز أت ڏسہت یه در دا ره همفوت ا (خاصت 
چپارم دوادر عمود برهم) بعنی واقع ات در مجور اصلی ا دو دادره. 
بعکس هر نقطه از محور اصلی را که از | نجا توان بر دو دایره مماس 
رسع کرد می توان مر کز دك دادرة عمود در دو دأىره BS‏ ¢ اوران 

محوراصلی دو دایره (یا قسمتی از آن) مکان هندسی مراکز دوایری 
است که در هر دو دایره عمود باشند . 
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نتیجة ۷ س فقط بك دابره می‌توان بافت که بر سه دایره عمود 
o aa‏ همر کز اصلی دوایر مفروض و شعاعآن برابر طول 
مما است که از مر کز اصلی بر یکی از آن سه دایره رسم شود . 

نتیچة ۲ د دوا در مشمار می‌ توان رسم کرد که ر تمام داره های 
ت E‏ عمود اشد . 


3 
و _ دو مسوا دوم 


مر و رکند و بر خط مةروضی مماس باشد . 


حل- BE Cab BA sS‏ 
می خواهیم دابره‌ای از ۸ و 8 بگذرانیم که بر ۵ مماس باشد. 

اکر مسئله را حل شده فرض کنیم و 0 دایرة مطلوب و 1 نقطة 

تماس آنا ۸ و 1 قط برخورد ۸8 با ۵ باشد» قوت‌نقطة 1 نسبت‌به 0 


شکل ۱۵ 
چون دو طول 14د 18 معلومند از ابنجا طول ۳[ و در نيجه 


زقطه ۲ بدست یا د ومر کر دا بره مطلوب از طرفی وافح است برعمودی 


a Ea 


ع 
گھ از ' ہر ۵ اخراج شود و از طرف دیكر واقع است بر عمود منصف 
AB‏ . 

ماوال 1 را می‌ توان از راه ترسم بلست اورد ؛ به این ر تید 
۸ و 8 دار دلخواهی می‌گذرانیم و از 1 مماس 1٤‏ را بر آن رسم 
دی کیم جون 18. 1t" = 1A‏ »طول 1٤‏ با آ1 مساوی است و کاقی است 

دہ از نقطۂ 1 طول 18 را بر 4 نقل کنیم تا 1 بدست آید. 

بحث ‏ در گاہ ۸ و 8 در یك طرف خط ۸ باشند و ۸8 خط 
۵ را قطع کند مسئله دو جواب دارد» زیرا که طول 1 را می‌توان در 
دو طرف ۲1 نقل کرد تا دو نقطة ٣آ‏ و 1 بدست آ ند (شکل ۱۵) . 

اگریکی ازدو نقطه» مثلا 8 » برروی خط 4 باش (شکل ۱۶) » 
BE‏ 0 او ان 


E‏ مطلاوت محل 

4 تقاطع عمود منصف ۸8 است اا 
> عمو دی کهاز 8B‏ بر 4 اخراج شود. 

۸ 2 چنانچه 48 ا4 موازی 

شکل ١#‏ اق ا 

۵ با دابرة مطلوب :محل تقاطع 4 با عمود منصف 48 است و فط بك 


IS‏ ا ھر ص 
A B‏ 


محل تااقی عمود منصف ۸٣‏ اا 


دا بره حو ات سالد 


عمو دهنفف AB‏ | سه 


بالاخره ٣‏ ھ و 8 دردد 
T‏ 


شکل ۲ب طرف دك باشندەسله جواب ندارد. 
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0~ مسل دو م می حو اگیم دا یر !ای زر سیم کیم که در دو نقطه د۶ین 
بگذرد و در دایرة مفروضی مماس اشد . 


حل۔ دونقطةٌ ۸ و 8 درخارح باداخل دایرۂ 0 (شکل۱۸-الف 
با ب) مفروضند» می‌خوأهیم دا بره‌ای براین دو نقطه بکذرانیمکه‌بردایر 
0 عماس شود . بر ۸ و 8 دایرۂ دلخواھی می‌گذرائیع تا دایرۃ 0 را 
در ۷1 و فطع کند . وتر مشترك بعنی 0۸ را امتداد میدھیم تا امتداد 
8 را در۴ قط ع کند . از ۴ دو مماس ۲٣‏ و٣۴‏ را بر دایرۂ 0 رس 
می کنیم ؛ چون : 

PT'—= PT'— PM.PN=PA.PB 

Sg TIT soe ToD uAL TB <A, eos 
مماس خواهد بود ( نتشجه شمارة ۳ از همین فصل ) ۰ عنی دار‎ 0 
مر کز این دابره واقع است بر محل تلاقی عمود منصف‎ ٠ مطلوب است‎ 
. OT L OT ا امتداد شعاع‎ AB 


شکل ۱۸ - الف 


۶ 


بحٹث ۔ وفتی که ۸ و 8B‏ هردو درخارج ہا داخل دار 0 اشن 
مسئله دو جواب دارد (شکل ۱۸ الف ا ب) . 

اگر یکی از دو نقطه » مثلا 8 روی دایر؛ 0 باشد ( شکل 
٩‏ ) » دایرةٌ مطلوب در همان نقطة 8 بر دایرۂ 0 مماس خواهد بود و 
مر کزش محل برخورد عمودمنصف 48 با امتداد 08 است . در این 
حال مما ظط ا درا وارد 


هر گاه یکی از دو نقطه 


داخل دادر 0 9 دیا خارج 


شکل ۱۹ .اشن ( هر دادرهکه در أن دو 


بگذرد دایرۂ 0 را قطع می‌کند و مسگله دارای جوات تست . 


۶ 


لمران 


٩‏ مطلوب است مکان هندسی نقاطی که قوتشان سېت به دایرة مفروضی 
[ اشد . 

۴ بر دوی خط مفروض ۸8 › نقطة MM‏ را جنان پیداکنیدکە‌مر بع 
فاصلة آن اذ نقطه مفروض © مساوی ۸.18[ باش . 

۳ نقطه‌های ۸ › 8 و € مفروضند . بر 8 و € دایره‌ای جنان 
بگذدانید کہ اگر اذ ۸ مما ۸۲ دا بر آن دسم کیم 1 =۲ ۸ باش . 

۴ بر دوی خط یا دایرة مفروض نعَطه‌ای بدست آورید که قوت آن 
نسبت به دایرۂ مفغروضی مساوی مقدارمعین م باشد . 

0 دایره‌ای دسم کنید که بر نقطة ۸ یگذدد و بر دايرة مفروض €) 
ءمود بأشد . در تعداد جوابها بحثٹ کنید . با جه شرطی عد جوابها محدود 
خوآهد شد ؟ 

دایره‌ای رسم کنید که بر دو نقطة معین بگذدد و بر دایرة مفروضی 
مود باش : 

۷ دایره‌ای رسم کنید که بر یك نقطۀ معین بگذرد و بر دو دایرة 
مفروض عمود اشد . 

۸- دایره‌ای به شعاع معین [ دسم کنید که بر دو دایره عمود باشد . 

٩‏ خط ۸ و دو دایرة € € مفروضند . بر ۸ نقطه‌ای بدستآورید 
که بتوان از آن » دو مماس متساوی بر دو دایره دسم کرد . 

٥‏ جهار نقطة ۸ » 8 ۰ € و (] بریك استقامتند. بر ۸ د 8 يك 
دایرة متغیر د بر € د ( دایرة متغیر دیگری می‌گذدانیم . ثابت کنید که 
محوداصلی ین دو دایره همیشه بر نقطة ثا بتی مرور می‌کند . 

۹ - سه نقطةٌ 1 » ۸N‏ و ۲ مفروضند . دایره‌ای چان رسم کنید که 
اگر PP’ s NN”. MM : wlan aw P 9 N «< M i‏ بر آن رسم کنیم 
طولهای آ نها بتر تیب مساوی دص » ر" د [ شود . 

- دو دایرة € و € مفروضند . 4 محود اصلی آنها را بدست 


¥0 


می آودیم و قرینة € را نسبت به آن رسم می کنیم . ثامت‌کنید‌که هر سه 
داأیره جرء یك دسته‌أند . 

۴۳ ۔ مر کز اصلی سه دایره را که اقطار | نها ضلعهای مثلث مفروضی 
باشند بدست وريد . 

۴ - بر نقطةٌ مفروض ؛ دایره‌ای بہ شعاع ۸ بگذدانید کہ ہں دایرة 
مفروضی عمود باشد . 

8 - دابره‌ای رسم کنږدکه سه دایرة «فروض را به زاويۀ‌قاگمه قطع کند. 

B ۶‏ د € دو نقطة ثابت و (© وسط آنهاست . ۸ نقطۂ متحر کی 
است که بر روی خط معینی » عمود بر ©8 تغییر مکان می‌دهد . نقَطةٌ تلاقی 
ارتفاعات مثلٹ 8€ ۸ را H‏ می نامیم و ۸ دا در MM‏ بر ردی D(1‏ تصوییں 
می کنیم . من هندسی M‏ حيست ؟ 

۷- دایرۂ 0 د نقطۂ ۸ بر این دایرہ د 8 نقطه‌ای از شاع 0۸ 
مفروضند . قاطع متحرکی که بر 8 می‌گذرد دایره دا در ۷ و ۷1 قطع 
می‌کند . دد خط ۸M‏ د ۸A M7‏ عمودى را کە از 8 در ۸8 اخراج شود 
در P٥‏ د P۶‏ فطع می کلند . ثابت‌کنید که B٥ × B٣‏ مقداری است ابت . 
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زف ے مک دك 


ګګ ي 
س J‏ 
س فا ا 
اريس رر ١‏ قضبه ‏ مکان هندسی نقاطی که نسبت فاصله‌های ٣‏ نها از دو 
نقطة ثابت ۸ و 8 مساوی عدد ثارت ] اشد دایره‌ای است که دو انتهای 
قطر ۲ن پارەخط 8 4 دا بەنسبت ‏ تقسیم می‌کند . 
برهان۔ فرض کنیم که 1 بکی ازنقاط مطلوب باشد (شکل ۱) › 
MA‏ 
MB‏ 
نازغای داخل و ارچ رای 1H‏ را ہی کشہم تا ضلع مقابل را در 
CÛ‏ و D‏ فطع کنند جولن نىمسار زاو نه داخای 5 خارجی ھر مشاف ضلع 


k 


ih 


A MB ود 8 وصل می کنیم و دز اڭ‎ ۸ M jl. 


شکل ١‏ 
مقا بل را به تست دو ضلع و تسم سے کد ( دار دم : 


DA ` MA CA MA 


ا ا ا 


Û n‏ 9 9 دارە خط AB‏ را د4 تسەت توافقی ده سمت k‏ تسم کے 
اا چون EM5‏ امھ انت ([0 قروا یدای است کہ ر ۷ ہے گدرو 


MA 


دعنى هر نقطه مانند ۷¥[ که در رأ رطه & 7 WB‏ 


صدق کند»روی‌دادره‌ای 
است به قطر 1© . 

اکنون ایت می کنیم که هر نقطه ھا فلك N‏ (شکل؟) ازدايره مذ کور 

NA ء‎ 

هم در را ٫طه‏ * NB‏ 

(N - A BCD) :وا نىادستكاە‎ N€_| N0 ازدايره مذكورفرضمىشود›‎ 


صدق می کند. ورت اول چون N‏ وك نقطه 


توافقی است .ازا ین‌دوخاصت تتیجه‌می کیر بم که N€‏ و ND‏ نمسازهای 
زاوی N‏ از مثلك A۸ NB‏ مى باشند › زىرا اکر lı BK ط|hخ 8 j|‏ 


بەموازات N‏ رسم‌کنیم» ازطرفی به‌سبب توافقی بودن دستکاه» طولپای 
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×5 متساوی خواهند بود وازطرف دیکر» )8 که موازی‎ HK ‹ BH 
برقاعدہ‎ N1 خط‎ N8) است برا عمود است . س چون در مثلث‎ 
عمود و انرا نتف کرد است :ادن کلت هھ اوی عافن اس وهود‎ 
٩١ تیف ااعنه تیار راوه واس ره ي € تسار را‎ 


NACA 
NB CBT 
پ ۔ مود پا‎ 


3 
0 
ر 


ا . سے تعر يف سه هر خم که جد خملا ® فطع کند مورب نام 
دارد . تخصوص به هر خطی که اضلاعمثللی ¢ ا امتداد أ را فطع کند 

نام مورب اطلاق می‌شود . 
نقطةٌ تلاقی مورب با اضلاع ۸8 › 8€ و €4 از مثلك ۸8€ 
را سر تب € 4 و 8 مىناميم . بطور كلى هر بك از ا زقطه‌ها را 
روی ضلعی ازمثلٹ‌که برآن نقطه می گذرد میدامشتر ك دو بردار می گیر بم 
که منتپای ١‏ نپا دوراس‌آن ضلع بأشند. مثاد نقمله © را روی ضلع AB‏ 

۽ س pat‏ 

مىدا 04۸ و 8 07 اخستار می کنیم . علامت نسجت |ندازه‌های حری هر 
CA‏ 
CB‏ 
د جپتی که روډوی ن ضلع انتخاب می کنیم ا ندأارد . زرا ار دو 


دو رارک 4 آین ار بیروی رخل می کرای (کار عات )ن 


رنت ور 


ت 


در دار ھم جہت ناشند › یعدی ا i‏ در حورد روی خود ضلع اشد » 


ا تسعت مہعی اس : 5 گ5 و ورذار متحدا لحت ا ٤‏ نی ا 


e 0‏ مداد ضلع اش ا ب : 
ر ۳ قضية منلائوس ( sنأھاn6ى M6‏ ) ا گر 4۸ + C 3B‏ 
بتر تیب نقاط تلاقی يك خط راست 4 (يك مورب) ا اصلاع ٥C۸ ۰ 8)٣‏ 
د 8 از مثلٹ ) 8 ۸ باشند»ء رابطه ز در برقراداست : 


CB ھ8‎ 
CA BC 


B 
(۱) 2 


E 
فن‎ B 
ا ات ھ ی کنیم که‎ ٤ (١( ات درسی تساو ی‎ ٠ درهان- ر واک‎ 
۱ طرف اول ان واوق تة هت است و ددر مطلق ا رار‎ 
ا‎ 
امتداد هر سه ضلع‎ A ا مورت‎ ٤ اول > از دوحال خارجح نمست‎ 
از سه ضلع و خوددو‎ E را وطع می کند‎ 
. چي)‎ ٤ ۳ ضلع دنگ را رل‎ 


در حالت اول › هرسه‌سہت طرف اول تساوی (۱) مثمت‌است و در 


حا ت دوم ْ ات سمت منت 2 در تسەت Ke.‏ منھی اس . سں > ۳ر 
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دوحال‌حاصل ضرب سه نسمت طرف‌اول تساوی (۱) مشت است. 
ایا ے برای الات انه حاص خرب ددر مطاای سه تیت 
طرف اول تساوی ( ۱ ) برابر واحد است » از 8 خطی موازی ۸€ رم 
می‌کنیم تا ۸ را در ۳ قطع کند. 
در دو مثلث متشابهە B۴‏ ۸ و A C8‏ › 


AC BC 
(9 AB” HB 
CAB 9 C BH در دو شلف فننڈا دك‎ 3 
CB HB 
( CA”EA 
حال اکر طرقىن را طه‌های )¥( 9 )۳( رادرهم ضر ب كنم > چىسىن‎ 
: خواهیم ف‎ 
) AC,CB_BC 
AB*CATBA 


أك دو طرف ساوی )۴( رأ در eC‏ طرف دوم ا ) عنی در 


: BA 
lt ضرت می کنیم ددست‎ ) BC 

ACJCB BA_ 

AB*CA“BCT 


رایطه )١(‏ را رابطة منلائوس می نامند . 
۴ قضیة عکس _ اگر سه نقطة ,۰۸ ,8 د ,6 (شکل۴) بتر تیب 
ړوی اضلاع ٥۸ ۰ 6B)‏ د ۸8 اذ مثاٹ ۸8B]‏ (یا روی امتداد اضلاع ) 


۲ 
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بنقسمی باشند که رابطه منلائوس برقرار باشد » یعنی داشته ت : 
B, A‏ )0 
B,C‏ 
ڊرهان ‏ از ,8 به60 : 
وصل می کنیم وامتدادمی دهیم. ۰ 
TEE TES‏ 
B€‏ را در نقطه‌ای مانند A.‏ 
فطع هی کند» و بمو جب قطضیة | 


N 


BA 2ھ‎ 8 
BC ` AB CC, 


از مقاسة را بطه‌های (۱) و )١(‏ نتیجه می گیریم : 


=۹ 


(¥) 


٤ 


=k 


A,B AB 
فقط بك زقطه می توان ناقٽ که‎ › 8٤٣ اما می دا نیم که روی خط‎ 


نسبت اندازه‌های حبر ی فواصل آن از € و 8 برابر عدد جبری K‏ باشد 


2 


ا 


B,C, |‏ رار دأرد . Fred‏ س 


© ۔ قضیة پاسکال - درھر ششضا۔عی محاطی ضلعهای اول و 
چهارم بکد یگر را در نقطه‌ای مانند ے » و ضلعهای دوم و پنجم یکدیگر را 
در نقطه‌ای مانند ۾ › و ضلعهای سوم و ششم یکدیگر را در نقطه‌ای مانند ب 


N 
. ڈطع می کنند که هر سه بر يك استقامتند‎ 
برهان - در شش ضلعی محاطی» محدب با مقعر (شکل۵)» باسه‎ 

ضلع متناوب»مثلا اول وسوم وپنجم» مثلث ۱(N۶‏ را می‌ساز یم وضلعپای 
N ETT TEE‏ منلائوس را در ا ا ھی تو سم 
مورب ۲ » اضلاع مثلك را در 8 » € و 8 فطع می‌کند › پس : 

5M CF BF 


BP CN BM 


مورب ۴ » اضلاع مثلث را در ٤‏ » ([ و » قطع ہی کند › پس : 


() N “EM DP _, 


(۳) e 
حال ان سه رابطه را در هم ضرب می کنیم و صورت و محر جح‎ ۰ 
: حاصل ضرب را با توجه به اشکه‎ 
NC. ND=NB.NA » 


(قوت نقطة ۲ نسبت به داریره) 
(قوت نقملة N‏ تست به دادره) 
د MA . MB=MF . ME‏ (قوت نقطه ۸1 نسبت به دایرہ) 


می باشد سا ده می کذیم ٤‏ حاصل می‌شود : 


YA 


ہے 
n‏ 
- 
— 
—- 
-_- 
e‏ 
~~ 


شکل ھ 
ازاینجامعلوم می‌شودکه » » 8 و ۲ › براضلاع (با امتداداضلاع) 
مثاث [٤×۶‏ » بقسمی قرارگرفتها ند‌که رابطة منلائوس برقراراست» پس 
بر مك استقامتند . 


ج ۔ قطب و قطپی سبت به دو خط متقاطع 


۶_ عر ری قطبی نقطه‌ای مانند ۲ (شکل ۶) نسبت به دوخط ر 
و ([ › عبارت است از مکان هندسی مزدوج توافقی نقطه ۲ ست به نقاط 
تفاطع ۸ و ([ با خط غیرمشخصی که بر ۲ بگذدد . 

۴ را قطب ابن مکان می نامند . 
ر ۷ - قضيه _ قطبی هر تقطه نسبت به دو خط متقاطع ([ و ۸ خط 
° ( 


ر 


۴ 
سے ر ۰ ر ر 


ا 

راستی است که بر 0 ۰ نقطه تقاطع آن دو خط »› می درد . 

برھان ۔ از ۶ (شکلء) 
خطی ر سم می کشم تا خطپای ۸ 
و ([ راأادر ۸ و 8 فطع کند ر 
Q‏ مزدوح را نسبت به ۸ و 
B‏ بدست می اورم i‏ 
)0-PQAB(‏ توافقیاہتوھر 
خط کهآ ن را قطع کند e‏ شکل ۶ 


توافقی تقسم می‌شود. صوص مزدو ج ۲ ات بنقاط تقاصح ۵ و( اهر 
خط که ر ۶ ا 0Q‏ رار دارد . ازطرقی هر نقطد مانند ۷1 
از خط ©0 مزدوج و کے ۴ ایت ست دد تعاصع Dl PM‏ و 
۵ › زبراکه دستگاہ )0-2P@۸8(‏ توافقی‌است؛ دس 0Q‏ فطبی۴ است 
ڏسست به .Dos4A‏ 
۸ - لتیچه - فطی حر نقهه سەت به دو خط bd‏ 
نام ا ا ( م ) قطبی نقطةُ ۲۴ استء همجچنانکه نقطۂ °٣‏ 
قطي خط (ص) آاست ت 
ر ٥‏ قۆفيه _ هر گاه از نقطه‌ای مانند ۲ (شکل ۷) › دو خط رسم 
ګنیم تا دو خط مفروض ۸ و ( را در چهار نقطة 4 › 8 ٥0١‏ و ([ قطع 
کنند » نقطة تلاقی قطر های چهارضلعی 8)0 4 › بر قطبی 7 نسبت به دو 


( 


ار ا 
2 


۲ 


khosro 1121 


aE o‏ ا 
خط ([ و ۸ واقع است . 1 ەز دو جهای توافقی ۲ است نسبت به نقاط تقاطع دایره باهر خط غیرمشخصی 
برهان = خط (ص) قطبی ۳ را نسبت به 4۵ و 2 بدست می آور یم 
و ثابت می کنیم که بر ۷ می‌گذرد . می‌دانیم که نقطةٌ @ و نقطةٌ 0 › 


که بر ۲ بگذرد. 
P‏ را قظب مکان مذ کور می نامند : 


۴فض = قطبی‌هر نقطه نسیت به بك دار ه خطی است مستقیم ؛ 


نقاط برخورد (ص)با دوقاطع » 
عمود «رقطری که از آن نقطه می درد . 


مزدوجہای توافقی ۳ نسبت به 
نقاط تقاطع فاطعپا با ۸ و (5 
هستند . حال می گو بم که اکر 
خط (ص) برنقطةُ 1 نگذروء» 
چنانچه از به ۷[ وصل کنیم 
و اهتدار دهم تا فاطع PDC‏ 
را در '@ فطع‌کند » ازا نجاکه دستگاه (۲048-) توافقی است و 
فاطع ۴€ آن رادر ۲» 0 » "@ و € قطع کرده‌است)"0) بايد مزدو 
توافقی ۳ نسبت به ۵ و € باشد » بعنی بايد بر Q0‏ منطبق باشد . وس 
بر @ می‌گذرد » عنی بر (ص) منطبق است با به عبارت دیگر » 
(م) از ۷1 می گذرد . 


برهان ‏ دایرةٌ 0 و نقطه ۲ مغفروضند ( شکل ۸) . قطری که 


بر ۶ گذشته › دایره‌رادر۸ګ ۸ 
و 8 قطع کرده است و @ 
مزدوج توافقی ۲ را نسبت به 
B;» A‏ بدست| ورده ایم .حال 
از نقطه ۶ قاطع غبرمشخصی 


£ ِ گ ا‎ f 
وک( (ا ر‎ (Fz 8 نکل‎ 


"a 3 / ر‎ 

اې ر 4t‏ ر لک سر 
را در € و 1 قطع کنن و @ مزدوج P‏ رl‏ تست نه © و( بد ست ر 
8 


™ 
mw 


مانند ۵ رسم می کنیم تا دایره ly,‏ 


5 ل ِ ر 
هی اورم . مطا بی تعر د › 0 و 0 روی فطی نقطه ۲ رار دارند ت وز 
ا ٿا بت كنم که 010 ڍڊ AB‏ عمود اشت ٤‏ وض تات می‌شود حون 


-١‏ با استفاده أزقضة الا اق ٥‏ ت 
ده ارفضه بالا ر حل ساده‌ای برای ترسم قطبی هر A‏ و 8 بارە خط ۴Q‏ را به نسبت توافقی تقسیم کرده‌اند و € و 0 بر 
نقطه تست ده شط سرمت ١‏ 
مب به در ڊدست می | دد روی دایره‌ای به قطر ۸8 واقعند » نا به قضه شمارةٌ ١‏ همىن فصل : 
DP AP CP AP‏ 
a Ur AF‏ 
5o”AQ ° % EO7AQ‏ 7( 
CP _DP‏ 
CQ DQ‏ 


د ے طب و تطبی نسیت به دايره 


۳ - نعریف _ قطبی نقطه ۲ نست به دابرۂ () مکان هندسی 


E 


و پس از ءوض‌کردن جای دو وسط : 


CF _ CQ 
DP DQ 
QC PC QC 


(0 OD *PDOD 
)[0 و‎ ٥ مزدوج توافقی ۲ است نسبت به‎ Q (زیرا که‎ 
3 0)۶ دو خط‎ COD أ را رطه )۳( ( نتیجه می گیر رم که درمثلث‎ 


. را به نست دوضلع دیگر تقسیم‌کرده‌اند» س نىمسازهاى‎ UD ضلع‎ QQ 


داخلی 9 خار جی و ¢ 9 در ھم عمود نل دعنی Q0‏ عمود ست 
AB,‏ 
۴ - لتيچه چون ‌مماس 


حل فاطع امس مماسپا یی که 


از نقطے ٣‏ بردا یره رسم شو ند 
)»( در نقطه تماس » قطبی نقطه 
شکل ٩‏ ۶ را قطع می کنند (شکل۹). 
۵ا نتیجه۔ بین 0۲ » فاصله مر کز دایره از نقط؟ ۲ ۰ و 00 › 
فاصل مر کز دایره از قطبی ۲ این رابطه ڊرقرار است : 
OP . O0Q=R'‏ 
از این رابطه نجه می‌شود که : 
اگر داشته باشیم : ۴< 0۴ » دارم : >00 ؛ بعنی قطبی 
هر نقطه که خارج دایره باشد » دایره را قطع می‌کند (شکل )٩‏ . 


ر E O o EE‏ ا ا 


۰ ۹۵۲ 


3 


ا 


داشته باشیم : 
SOQ=R:p ls OP=R‏ 
بعنی قطبی هر نقطه که روی 
دأيره باشک» درهمان نقمله در 
داره مماس‌است(شکل٥۱).‏ 
اگر داشته باشم : شکل ۱١‏ شکل ۱۱ 


(P) (P) 


PCR‏ . دارم <R:‏ ؛ ععنی قطبی هر نقطه که داخل دایره 
باشد » در خارج دایره واقع است (شکل ۱۱) . 

باد توجه داشت که درحالت اول » یعنی وقتی که ۲۴ خارح دایره 
باشد (شکل )٩‏ »› فقط جزء ×[ از خط نامحدود (ص) در تعر یف قطبی 
صادق است » بعنی مکان مزدوجپای توافقی ۲ است . 

درحالت دوم › بعنی وقتی که و دی دا رە ات (شکل )\٥‏ › 
فقط نقطه ۲ در تعر ف قطمی صادق است . 

رخات د فا ا ا وا د کر ف کے ی د 

با وجود این » در حالتپای اول و دوم هم » يا مسامحه در لفظ » 
تمام خط (ص) را قطبی ۴۲ می گویند . 

E oC‏ به مر کز 0 وشعاع ۸ و نقطه‌ای 
مانند ۲ وخطی مانند (ص) چنان باشندکه )p(‏ در 0۴ عمود اشد وان 
رأ در 0© قطع کند و "۴۸ = 0Q‏ . 0۶ باشدء خط (ص) را قطبی نقطۂ ٣‏ 
سمت به داور مذ کور و نقطہ ۲ را قطب خط (م) تست به همان دا دره 


س 


= 


ی ام 
تمصره - ازرا بطه '۴ = 00 . 0۴۶ معلوم می‌شودکه بردارهای 
OQ ,O0P‏ متحدالجپتند و در نشجه قطبی هر نقطه نست به بك دادره 
با خود أن نقطه همیشه یك طرف مر کز دامره قرار دارند. 
درد کد ۶ مسئثله ہ قطبی ۲ را نسبت به دایرۂ 0 دسم کنید . 
کل ا چ ر ات( :ورای ەق 
0۴ رسم می کنیم تا دار ة 0 را در دو نقطه 1و ٣‏ قطع‌کند ؛ اين دو 
نقطه» نقاط تماس مماسپای مرسوم از نقطة ۲ برذایرة 0 هستند (چرا؟)؛ 
س 1۲ فی ا نست به دا رة 0 است (جرا؟) . 
۶ روی دایره است ؛ مماس بر دایره در ۴ را رسم می‌کنیم. 
الثاً ۴ داخل دایره است؛ ازآن» عمودی‌بر 0۴ اخراجمیکنیم 
تا دایرہ را درآ قطع کند (شکل ۳( ٤‏ در نقطة 1 مماسی بردایره رسم 
می کذیم تا امتداد 0۲ را در @Q‏ قطع کنہ ؛ از Q‏ خط (م) را بر 0Q‏ 


عمود می كنم 


شکل ۱۲ شکل ۳ 


khoğîo ۱1۵۲ 


~A 


تمريین ہے قطب حط (p)‏ را نسیت به دایرةٌ 0 دفست ويك 

۷ - قضیه - قطبهای تمام خطهابی که بر یك نقطه می گذ رند » بر 

برهان sP E‏ فی () نسہت به دا ره 0 مفر و ضند 
( ۴ ) ؛ خط غ رمشخص 8 را ر ۶ می گذرا نیم و ابت می کنیم که 
قطٰب أن روی (p)‏ ا IF‏ 
از 0 عمودی بر 8 فرود آوریم تا 
آن را در ۴ و (ص) رادر ۸ فطع 
گنه چپارضلعی A HPQ‏ nمحاطى‏ 
اس و دارم 
‘'0A.OH=0Q.OP=R'‏ 
یعنی (به موجب نتیجۀ شمارةٌ ۱۵ 


۸ ۔ قضیة عکس - قطبیهای تمام نقاطیکه روی يك خظ باشند» 
بر قطب اين خط می گذر ند » بعنی متقار بند . 

برھان ‏ خط (p)‏ 3 قط آن ۴ تست ر دارة 0 مەر وضدد 
(شکل۱۵) ؛ نقطه‌ای مانند ۷ بر 
روی (ص) اختار می كنم واز P۳‏ 
عمود ۴N‏ را بر 0M‏ فرود می - 
آوريم؛ چون چپارضل‌‌ى QM NP‏ 


محاطی اس ٤‏ دارم : 


۱۵ '؛ شکل‎ OM.ON = 0Q.O0P= R' 


AF 


عنی خط ×۲ قطبی نقطه 1 است . 

۹ - نتیچه : [_ خطی که قطبهای دو خط را به هم مر بوط سازد » 
قطبی نقطه تقاطع آن دو خط است . 

1[ نقطه تقاطع دو خط »› قطب خطی استکه قطبهای آن دو خط 
را بد هم مر بوط کند . 


٥‏ - مدیل به وسياة قطب و قطبی - هر گاہ بك چند ضلعی 
۰ را در نظر گرفتد 
)c(› )b( › )4(‏ و ... . 
بای د نوی ان را ست 
به ارائ تست اورم 
(شکل ۱۶ ) » چندضلعی 


کے سم 
دیکری بدست می | بد که 


شکل ١۶‏ اضلاع متوالی أن › (4) » 
() » (ع) و . . . است ° واضح است که تعداد رئوس و اضلاع أن دو 
چند ضلعی با هم مساوی است ؛ می گو یم شکل اول را به وسیلۀ قطب و 
قطبی به شکل دوم تبدیل کردهایم . چون ( چنانکه ذيلا ثابت خواهیم 
کرد) در این دو چندضاعی » هرراس یکی» قطب بك ضلع از دیگری » 
و هر ضلع یکی »› فطبی یت راس از دیگری است » دو شکل را قطبی 
متقابل می‌نامند . گاهی دو شکل را قطبی‌معکوس نیز می‌خوائند . 

۹ قضیه - در دو شکل قطبی متقابل » هر دس یکی قطب يك 
صلع دیگری › و هر ضلع یکی قطبی یت راس دیگری است . 
برهان - اولا بنا به فرض» هرضلع اذشکل دوم » منطبق پر قطبی 


۷= 

راس از کل اول اس . اتا جون و را کے ھ و رط را 
قطبی 8 ساخته‌ایم (شکل۱۶) 0٤‏ نقطة تقاطع (4) و (ط) › قطب خطی 
است که بر ۸ و 8 می‌گذرد› بعنی ٥‏ قطب تلع ۸8 است . بە‌همین 
ترقہب » هر ا ا دوم طب یکی از اضااع شکل اول می‌شود ؛ 
به عبارت دیگر » هر ضلع شکل اول » قطبی یکی از رئوس شکل دوم 
انت 

٣‏ استفادہ از قطب وقطبی در ابات قضایا حل مسائل۔ 
گاهی برای اثبات انکه چنں خط متقاربند › با چند نقطه بر بك خط 
راست قرار دارند » از قطب و قطبی استفاده می‌شود ؛ بدرین شرح که ا 
بخواهیم ثابت کنيم که چند نقطه بر بك استقامتند » ابت می کنیم که 
قطبیپای | نہا بر یك نقطه می گذرند ؛ ہا اکر بخواهیم ثابت کیم که چند 
خط متقاربند › ثا بت می کنیم‌ که قطبہای | نہا بر بك استقامتند . 

مثال ١‏ - قضیة بریانشن (۱) - ددر هرشش ضلعی محیطی قطرھایی 


که راس اول را به دس چهارم و راس ډوم را به راس پنجم و داس سوم 
را به راس ششم ٧ر‏ بوط ساز ند » بر یك نقطه می ګدر ند . 


بہرھان - رئوس شش ضلعی محطی ۸8٤٥0٤۴‏ (شکل )١۷‏ را 
بتر تیب از ١‏ تا ۶ » شماره می گذاریم ونقاط تما اضلاع را به هم وصل 
ھی کنیم تا شش ضلعی محاطی 18 Q‏ ۱(۲ بدست آ بد ؛ هر گاہ قطبہای 
اقطار ب۸ › ,8,۳ و ۴۶ م0 بر ىك امتداد باشند. افطارمذ کورمتقارب 


Brianchon - \ 


AA‏ ا 


امت که که » » د اسو امت .. 
خواهنں دود . وطر AD,‏ رأ در ۳ ٍ 2 


نظرمی گير يم ؛ اين خط » چون بر 
A,‏ می گذرد ¢ فطش واقع ات 
بر قطبی 4۸ بعنی برامتداد 18 ؛ 


mm mm 
em mn 
ص‎ ۹ 


و چون ی 0 م ددر + فطش 

E‏ واقع است بر قطبی ۾ » بعنی بر 
امتداد ۲0 » ہس قطب قطر م0 ۸ ازشش‌ضلعی محیطی» محل تلاقیاضلاع 
اول و چپارم شش‌ضلعی محاطی 585| ]۷ ٢٧]‏ است که ان را » می‌نامیم ؛ 
به همین قر کس ا بت هی شود کہ قط قطر 8,٤,‏ › محل تلاقی اضلاع 
دوم و نحم از شش ضلعی محاطی مذکور است که آن را 8 می‌نامیم ؛ و 
قطب قطر #۴ » محل تلاقی دوضلع سوم وششم همان شش‌ضلعی‌محاطی 


است که آن را ۲ می نامیم ؛ اما در قَضةٌ اسکال ثابت شده است که » »› 


ا e‏ 
اه و در يك استقامن 1 دس AD,‏ و Gel; 9 B,E,‏ متقار شد ۰ 


شکل ۱۸ 


ج 0 کک mE‏ 

لہ مثال ۲ قضیه۔ هر اه ازيك نقطة واقع درصفحه مثلثی به سه داس | 
ص . ۴ ۱ چ 3 e‏ ر ٣‏ 

مثاث وصل‌کنیم و از آن نقطه برخط واصل به هر راس ؛ عه‌ودی|خر اج کنیم به مر کز © دابره‌ای به شعاع | شاری می کشم JA BC»‏ 


و امتداد دهیم تا ضلع مقابل به آن داس را در نقطه‌ای قطع کند »سه نقطه‌ای فطبی متقا بل ۸86 را نسبت به دایرةٌ 0 بدست ھی اورم وثایت می کنیم ) 


ګه به این تر تیب بدست می آیند » بر یك استقامتند . j‏ که هر يك از نقاط »› مق و ! طب یکی از ارتفاعہای مثلٹث € 8 ۸ 


خواهند دود . 


ا 
بر هان تو A BC‏ 9 ا 0 مفر و ضند (شکل ۱۸( از 0 1 ا ( ودر لحه »چون تس ارتقاع متقار بد ¢ @{ 8 و 1 بر مك استقامت 
به ۸ وصل‌کرده و خطی از 0 بر 04 عمود می‌کنیم 8€ ہا امتدادآن 


را در 0 قطع کند؛ به طرق مشا ده ( 8 9 . رایدست می ا ورم؛ حال باد أز طرق یکی ار ارتفاعپای فا ٤ A BC‏ مثالا ارتاع راس 


۹ے 
» را در نظر هی گیریم ؛ قطب ابن ارتفاع که موازی با 08 است 
(چرا )٩‏ بر قطبی 8 بعنی بر ۸€ واقع است ؛ و از طرف دبکرء قطب 
هر خط بر روی عمودی است که از مرکز دایره بر آن خط رسم شود › 
بعنی قطب ارتفاع ۴ 8 واقع است بر روی خطی که از 0 بر 8# » 
با بر 08 عمود شود ؛ پس 8 قطب ارتفاع راس 8 از مثلكٹ ۸8€ 
ایے ؛ ‏ نطو ر تات م کرو که ھ و ۲ بای ارفاعات راس ای ۸ه 


ھگ * 
C‏ | ن 1 ل و فضه ا دٽ انت * ر سر ” کر ر مر 
ا (Cy‏ ی ا کے 


ا 


ہ۔ چپارضامی امل 


۴ ۔ تعر یف ۔ هر گاه اضلاع متقابل یك چہارضلعی غیرمشخص 
مiilند ABCD‏ 
( شکل ۱۹) 
ادو اا 
دھیم تا بکدیگر 
رادر ۳ و ۴٣قطع‏ 
کنندشکل‌حادث 
را چھار ضلعی 

. کامل می نامند‎ ee 
چپارضلمی کامل» دارای ششرأس ۸ › 8 >€ › 0 › € و۴ و چپارضلع‎ 
. wl EF s BD «< AC jb aw g, ADE » DCF . BCE «< ABF 


ا 


۴ - قضيه ‏ اوساط اقطار چهارضلعی کامل > سه نقطة واقع بر 
باك استقامتند . 


برهان - اثمات أن قضه را نهدو ران سان می کیم 

راه ادل س ایت ھی کیم که نقاط 0 » 0 و"0 » اوساط اقطار 
چہارضلعی کامل (شکل ۱۹) » مراکز سه دابرهاندکه بسشتر از بك نقطه 
می توان اوت 5ه سمت به 1 دارای يك ووت باشك ٤‏ ان سف دادره 
عبار تند از دوایری د قطر های. BD ٤ A۸‏ و EF‏ ¢ 9 نقاطی که تست به 
| نپادارایيك قوتند عبارتندازنقاط تلاقی‌ارتفاعپای چپار مثلك 80€ 
FDA ;, EAB «< CBF‏ . 

کافی ا که یکی از أن مشا را بد لخو أه انتخاب کنیم وحکم 
را درمورد ةه تلاقی ارتفاعپای أن ماف ثابت کنيم : DECmlÈa n‏ 
را در نظرمی گیر یم وار تفاعپای j| CC; DD ٤ ٤٤‏ را رم می کذیم 
تا یکدییگر را در ۳ قطع کنند . 

از تشا به مثلشپای BCE‏ و HEC‏ از یك طرف » و از تشاب 
مثلثہای 1٤٥‏ و ٤‏ 12 ازطرف دیگرء تساوبپای زیر نتیجه می‌شود: 

()  HE.HE = HC.HC = HD.HD’ 

اما ۴ بر روی دابرۂٌ به قطر E۴‏ است و H[E.H€‏ قوت قط 
۳ سبت به این دایره است ؛ ۵ نیز € روی دار به قطر ۸€ است و 
HC. HC‏ فوت H‏ نست مهف ا دادره ا 9 بالاخره Dٌ‏ روی دادرة 


بەقطر 8 |ست و 1.80 قوت 8 نسبتبه‌این دایره است؛س» از 


khos#b | 1۵۲ 


A_ a 


تناو سای ١‏ ها هھ س 5 e‏ سے سو ره 2 کزهای 0»› 
پا و ق ود أ ۳ ۲۲^٠.‏ | چہارضلعی کامل می گذرد . 


00 ارا اوت ات . بھی 7 کی ٠ط‏ علق ارا 
ا ا oes‏ نلاقی ارتغاعپای ثانیاً- بسن نقاط وسطقطرهای چہارضلعی وراسپای مثلكْ ›MN NP‏ 


ی € ل سەت ده سف ا | | ا l5‏ | و“ ( - ¢ r‏ 
ای دیهر نیز نسبت به همین سه دابره دارای بك ووتند ؛ بنابراین 1 شش بردار بوجود می | ید که را بطه مناآئوس بین اندازه‌های جبری ١‏ نپا 
قاط و "۳ ت ام : 1 9 
| 0 0 و 0 در ا ا فرار دار لى . ر قراراست ( وازان تسه ھی کر که وسطپای وطر ها در مك استقامتند. 


درمئلٹ aS MN bhi EDC‏ بروسط دو ضلع می گذرد» موازی ا 
٤‏ است ؛ درمثلتث E0۴‏ خط1 که ازوسط یك ضلم» موازی باضلع 
دیگر رسم شده بروسط ضلع سوم » بعنی بر "0 می گذرد ؛ همچنین ۶× 
بر 0 و ۲۴[ بر 0 می‌گذرند. 

پس » از حيث قدرمطلق و علامت دارم : 


ON AE OP BC OM FD 
OP AD OM BE O"N FC 


بنا براین : 

ON OP OM AE FD BC 
OP OM O"N AD ' FC ` BE 
5٤٤ با توجه به اینکه نقاط ۸ » 8 و۴ برامتداد اضلاع مثلك‎ 


شکل ۲۰ 


راه دوم دران اتات » ازمور بيا ا اده می کنیم ؛ یه ان ٿر قب هسك و خود ر ك خط واست قرار دار ند ٤‏ طرف دوم ان را ٫طه‏ 


که PN 1 M‏ ( او ساط اضلاع مثلتث EDC‏ ( قل N o‏ ) را بەھم وصل مساوی ۱ ا س طرف اول نمز مساوی ۱ > و فضمه ات اف . 


۵ - قضیه ۔ در چهارضلعی کامل » هرقطر به وسیل دو قطر دیګر 
ره ست تو افقی تقیم می‌شود . 
برهان ‏ در حقہقت خطی که محل تلاقی دو قظر ۸€ و 8(0 


کرده 9 ات دی کنہم که : 
اولا۔ هربك از سه ضلع مثلٹ ٤۶‏ بر وسط کی از قطرهای 


E 
2 ا کراس اویل کد( کل اک :قل د £ ست دو‎ 
توافقی است‎ )]۴ - E0۸ 8( است (چرا ؟) »> س دستکاہ‎ ۴B و‎ ۴۸ 
و قطر ([8 که این دستگاه را قطع می‌کند »› به سبت توافقی تقسم‎ 


A 
۰ می سود‎ 


نمررلن 


چے چ کے 

R‏ دا به دوبردار ۷ و ې۷ تجزيه کنید که سبت طو لهای انها 
مساوی عدد مثبت k‏ و زاویۀ بینشان ب باشد . 

۴ دایره‌ای به قطر 8 ۸ مفروض است ؛ از نقطهُ ۷ واقع بر امتداد 
8 خط ۸ دا براین قطرعمود می‌کنیم و ازنقطة غیرمشخص ۷ واقع برمحیط 
دایره به ۸ و 8 وصل می‌کنیم تا ۸ دا بتر تیب در و (@ قطع کنند ؛ اگر ×۸ 
نقطة دوم تقاطع ۸ با دایره باشد» از ۸ خطی بر ' NN‏ عمود می‌کنیم تا 
آن را در ]۴ قطع کند ؛ مکان نقطة 1[ چیست ؟ 

کک ضلح ۸B‏ از مثاٹ غیر مشخص 8B]‏ ۸ وامتداد آن را محودی می۔_ 
انگاریم که مدش نقطة ۸ و جهت مشبتش اختیاری باشد ؛ روی این محور دو 
نقطة lı F s E‏ ب طg‏ لای AEËE= m‘ AB‏ ود AB‏ ۴-۰ ۸ اختیار 
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می‌کنیم ( 0۸ا و ر اعدادی جبری و معلومند) ؛ نقطة دلخواه ([ را یر در صفحه 
A BO‏ اختیارکر ده محل بر خورد دوخط نامحدذود ۴[ و 5۴ دا با ضلع AC‏ 
(یا امتداد آن) بتر تیب 6 و مى اميم ؛ دو حط E]‏ و FG‏ (یاامتداد آنا( 
یکدیکر را در نقطه‌ای قطع می‌کنند که آن را به [ نمایش می‌دهیم : خط 1 
( يا امتداد آن) با محور AB‏ در نقطه‌ای 7 می‌کند که آن را E‏ می نامیم 1 


ولا _ ثابت کید 1-8" TK‏ 
n+-m‏ 
o.‏ ۳ ۳ 
انیا _ با فرض : m=,‏ و ا 
YKF+rAB=—o‏ 
۴ ے نقطه‌ای تعیین کنید که نسبت به دو دایرۀ مفروض دارای يك قطبی 


باشك . 

ھ ‏ دایره‌ای برنقطة مفروض ۸ بگذرانید که قطبی نقطة معین 8 نسبت 
بهآن » حط مفروض ل باشد . 

۶ دایره‌ای به شعاع ۴ رسم کنید که نفطة مفروض ۸ و خط مفروض 
(ھ) سبت به آن قطب و قطبی باشند . 

۷ دو نقطۂ ثابت ۸ و 85 و دایره!ی داده شده است . بر ۸ خحطی 
بگذرانید تا دایره را در [۷M‏ و N‏ قطع کند؛ 8۷M‏ و ×8 بار دیگر دایرہ را 
در 1[ و N'‏ تلاقی می‌کتند . ابت کنید که N‏ 1 بر نقطة ثابتی می‌گذرد . 

۾ ابت کید که نسبت فواصل دونفطه ار مرکز دایره‌ای › مساوی است 
O E E‏ 

٩‏ ہے حاصت متقارب بودن میانه‌های مثلثی را به وسیله تعیین قطبی متقا بل 
آن نسبت به دایره محیطی آن مورد مطا لعه قرار دهید . 

٥‏ این خحاصیت را » که هرقطر چهار ضلعی کامل به وسیلۀٌ دوقطر دیکر 
به نسبت تو افعی تقسیم می‌شود › با قطبی متقا بل تبدیل کید . 

۹ ہ دایرة ثابت () و نقطة ثابت ۸ داده شده است . ثابت کنيد که 
دوایری که بر ۸ بکذرند و بردایرة () عمود باشند » بر نقطهۂ ٹا بتی می‌گذرند . 

دایرة ثابت 0(0 و مطه ثابت ۸ بر روی آن دایره مفروض ست : 
)8 وتری از این دایره است که همواره به موازات خود تعییر مکان می‌دهد . 
ثابت کنید که قطبی نقطة تلاقی ار تفاعات مثلث )۸8 هموارہ بر نقطۂ ٹا بتی 
می‌گذرد . مکان این نقطۀ ثابت را وقتی که ۸ روی دایره تغبیر مکان دهد بدست 
أوريد . ( 


4 
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ا ۴ AY‏ 
شندسه و مخر وطات 


فصل ششم 


٩‏ - تعر یف ہ هر گاه نقطة ٹابتی مانند 5 و یك عدد ثابت جری 
مانند ا (جزصفر) داشته باش.» مجانس هر نقطه مانند ۸ نسبت به مرکز 
تجانس 3 با نبت تجانس ] نقطه‌ای است مانند ۸7 که با ۸ و 5 بر یك 


امتداد راشد و نسبت اندازه‌های جبری فواصل 5 از ۸7 و ۸ برابر ع باشد 


SA 
SA > 
S خا نة تاره سل›‎ 
. +4 5 A 8 
را مر کز نجاس‎ E 


. را ٍ سمت نجانس می نامند‎ k 
منفی باشد » در دو طرف‎ k مر کز تجاس می باشند ( شکل ۱ ) » و اکر‎ 


۴ : 1 ان (فکل ) . وقتی 
شکل ۲ که k<١‏ تجاشس را 


مستقیم با مثبت وهنکامی که K>‏ » آن را معکوس‌بامنفی می‌نامند. 
چنانچه k= ١‏ باشدء ۸ بر ۸ منطبق است و در ازای k= ١‏ 
نقطۂ ۸ فر نة ۸ است نست به 8 . 


تعریف - مجانس يك شکل › شکلی است‌که هر تقطه اش مجانس يك 
نقط' آن شکل باشد » به عبارت دیگر : 

مجانس هر شکل مکان هندسی‌مجاسهای نقاط آن شکل است . 

در دو شکل متجانس » هر دو جز متجانس را متناظر ګوبند . 

۲ - قضیه ‏ مجانس خط راست » خط راستی است موازی با آن . 

برهان - نقطة 5 مرکزء و ج بت تجانس › و خط 4 مفروضند 


(شکل ۳) ؛ ۸ و 8 مجانسپای دو نقطُ ۸ و 8 را بافته به هم وصل 


۸ے 
می کنیم تا خم راست ۸ ددست آلا ایت می کنیم که Aَ‏ مجا نس ھت 


عنی مانس هر زوه ماننكد ¥ از خط A‏ رزوی A‏ وافع ات . 


ساوی زور را نجه ھی گیر یم : 
SA _SB‏ 
SA SB‏ 


از این تساوی معلوم می‌شود که خط 8 ۸ بعنی ۵ موازی ا خط 
8B‏ ہا 4۵ می اشد . 

حال اگر 1 نقطه‌ای دیگر از خط 4 و 1 مجانس آن باش › 
به همین قر قيب ابت می کرم که با ید0 ۸ موازیبا 4۷ ععنی موازی با 
۵ باشد وچون ار ۸ بیش ازیك خط به موازات ۵ نمی‌توان رسم کرد 
AM‏ منطبق بر 4 عنى 1 » مجانس M1‏ » روی ۸ است . 

وار وات اب وة انح اند ۸ ا 
۵ھ مجانس بك نقطه ۸ از خط ۵ است N(‏ نقطۂ تلاقی خط 4 با خط 
ls SN.‏ ۰ 


ا نقطه © (مو د تجانس) ړوی ۵ واقع باشد» ۸ در ۸ منطبقٰ 


ات ےا # 


ارک ی ھر وو راس م ای A 9A4‏ راهموارەمی توان متحانس 
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# 
1 
9 


کے 
دا ست . در أن صورت ¢ مر کز تحانس مه دلخواهی ا مانن 5S‏ 
روی هیچیك از آنا واقع تباش . (سبت تجانس چیست ۲) 
نتيجة ٩‏ - محانس ھر داره خط ٤‏ دارە خط وتار ست 5 
افا ن و اا ان ارو عط :موی دران سے ای 


ا 


نتیچة٣-‏ مجانس 
مستقيم هر دردار › 


برداریاست موازی 2 


ھم جہت ا أن و 


دردار ٤‏ در داری موازی 9 در حیت ما ف أن ا E‏ 0 : 


شکل ۴ 


با آن . 

برهان ‏ چنانجچه در تجانسی زاویه ۸ از زاونه ۸ نتجه شده 
باشد» اضالاع متناطر ان دو زاو ده با هم مواز ند يس دو راوه :رار نك . 
در تجا نس مستقیم» اضلاع مو ار و ھم هٽ ودر تجانس معکوس»موازی 
و غیر همجپتند ولی در هر حال » جت زوایای ۸ و ۸ بکی است 


( فل 8). 
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00| ا 
نتیچه ‏ اگر ...€ 8 ۸ مجاس ۸8€٦€....‏ با نست عا باش 


...۸ نیز مجانس ...۸8€ است اما با سیت 2 ؛ زیراکه : 


k 


AB BC 


AB BC 2 


© یاد وری می‌دا نیم که هر گاه در دو E‏ اضلاع متناطر 


متاس و زوایای متناطر متساوی داشند ٤‏ دو اوا متشا به می نامند ّ 


پس قطیه‌ای راکه‌گفتیم می‌توان به این صورت بیان کرد : 


ن مجانس هرشکل » شکلی است مشابه با ن كکەاضلاع متناظرشان متو ازی 
E‏ 
1 ۴ - فصیه - مجانس هر چندضلعی» چندضاعیی است که اضلاعش با باشند , 
اضلاع آن بر نسبت || و زوایایش با زوایای آن مساویند . ۶ ۔ تعریف جدیدی برای چندضاعیهای متشابه _ هرگاه 
برهان - می‌دانیم که (شکل ۶) : A BCD’ GslwalyA"B"C"D"s ul, ABCD wu lzaA BCD’‏ 
BC AB‏ 1 

۴ 8 د 5e =k‏ د... سازیم » ”2"€"۸"8 با 48€ مشابه خواهد بود (شکل ۷) ؛ پس : 
EL e E AB _BC _CD_ _‏ 
پل AB 7 BC CD k‏ | شکل مشا به هر چندضلعی چندضلعیی | وی با یکی از 

و نبز می‌دانرم که ...9B8=BsA =A:‏ ! 


۱6ت 

هجا اسپای أن لست ر دو ضلع متَناظر را لسبت تشا به می نامند . 
به این ترتیب » برای ساختن شکلی مشا به با يك چندضلعی ( که 
مجانس آن نباشد)ء کافی استکه مجانس چندضلعی رایت به مك مرکز 
اختیاری درسم کرده سيس 
قضية عکس- هرګاه در دو شکل متشابه » اضلاع متناظر 
متوازی باشندء دو شکل مجانس یکدیگر ند ۰ رعنی خطوط وأاصل ا 
متَناطر ا همه بر يك 

برهان - فرض این است‌که در شکل ۸ : 

AB BC CD 


أن را ور ضفده جا بجا كنم 


نةه می گذر ند 


PFTBCTCD 
AB | AB» BC || BC 3 ..... 

برای سہولت 

بیان» فرض‌می کنيم که 


اضالاع متناظر متحد- 


الحہت باشنں؛ وران 


صورت ؛ اگر أمتدأد 
AA‏ و EE‏ ھمدىگر 


را در 5 قطع کنند» ھ4 و ۸ دربك طرف $ خواهند بود ؛ همچنین 8۶ 
خار ج EE (ETA‏ اسو دار 


شکل ۸ 


م 


SA _SE _ AE _ 


۴ 
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7ء امتداد E٤‏ را در 8 


_—\of_ 
مثا‎ ٤ حال اکر یکی ا از خطو طط فاضل دمن دو ر متناطر‎ 


ود و دارم : 


SE SE 


ازا نحا لازم می| ہدکھ SFE = >7 = k‏ ےک اشد »> و چون در 


خارج فطىە خط EE‏ ىش ار مك نقطه و جود ندارد که أن را ده نسىت 


ج تقسیم‌کند» لزوماً 9 بر 5 منطبق است؛ بدن تر تیب» هی بيني که جمیع 
خطوط ۸4 › B8‏ › 6€ و . . . . بریك نقطه می گذرند ؛ از طرف 


eT 


| A 
SA 


۸ است در تجاسی‌که مر کزش 5 و سبش kK‏ باشد. 

به همان تر تىب وویار قاط ویک می توان استدلال کرد و نشښجه 
گر فت‌که ... ۸8€ مجاس ... € 8 ۸ است۔ 

اگر اضلاع متناظر › مختلف| لجهت باشند › نقطه 5 بین ۸ و ۸٠‏ 
خواهت بودوشکل . . . 8€ مجائس معکوس شکل . . ABC.‏ 
است در تحاسی که مر کزش 5 و سبش k‏ اش کچ 

۸ - قضیه - مجانس دایره » دایره است ,سیت 

برهان - نقطة 0 (شکل )٩‏ مجانس 0 › مر کز دایره › و نقطه 
مجانس یك نقطۂ 11 از دار 0 را بدست می اوریم ؛ ہرگاہ k‏ را 


0 


OM 
بدست‎ 7۴ 
: میا ید‎ 

: OM =—=kR 


تقاط دایرۂ 0 از قط ثابت 0 › مقدار ثابت K۸‏ است ؛ پس مکان 
MH‏ داىرەای اس و قود sO‏ ع kKR‏ ٠ار‏ ب اڈ 


استدلال فوق به حای باد || را فرار داد j:‏ کر 
٩‏ - قضيه - دو دايرة واقع در يك صفحه را همو اره می اران ھم 
مجا نس مستقيم و هم مجا اس معکوس بکد گر دانست . 


٥۰ شکل‎ 


برهان - اودلا _ داوره‌های 0 و 0 مفروضند ( شکل o‏ \ ( 


اکر دو شعا ع دلخواه متوازی و هم جېت 0۸ و OA‏ وا رسم کنیم و 


: امتداد دهیم تا یکدریگر وا در 8 قطع کننذ » دار‎ lر‎ OO 9 AA 


بعنی‌فاصلة مجانسپای 
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(۵ - 
SA SO OA R 


و ن سے ل سے 


SA SO OA R 
SO R 


لس ` SO BR‏ »> بعدی S‏ نقطه‌ای ات امت ازاهتدأد دارە-خط OO‏ 


کنا E‏ تقسبم می کند ؛ این نقطه را می‌توان مرکز 


R 
اس بد پیاست که‎ Rَ ( تجا نس مستفیم دو دادره کا لست و سمت ان‎ 
اکر کو دأدره دارای مماس‌مشتر ك خارحی باشند»مماسہای مر خارجی‎ 
. آنپا بر 5 خواهند‌گذشت‎ 
در دو حورت‎ lO0 B 0B انیا اک ر دوشعاع د لخو اه متوازی‎ 


مخ ف رم کیم ( ( فل )وهای نها را به یکدریگر وصل‌کنیم » 
خط واصل ( خطالمر دزن دد داأدره را در Ss‏ فطع می کند . حون : 


Cece (RE = arava i ETE an | a 


SB S0 OB R 
„_ R -. GC os 
نقطه 5 نقطه‌ای است ثابت بین 0 و0 که 0 رابەنسبت 7چ تقسرم‎ 
کرده اف ` أن نقطه را می توان مر کز تجا نس معکوس دو دادره وا ست‎ 


0 رر سا 6 ۳ قضيه 


0۶ 


است . بد می ات 5ه أ دو دادره 


ا ا 


ونسیت این تجانس › برا بر 2 
متخارج باشند » مماسهای مشترك داخلی | نا برمر کز تجانس 
وات :. 

ا 
را ته ست وای تقسیم می کنْند ١‏ 

٥‏ ۔ حالتهای خاص _ اول - در دو دایرةٌ مماس خارج › نقطه 
اام ات ف ی و ورا 

دوم - در دو دایرةٌ مماس داخل» نقطه تماس» مر کز تجا نس مستقیم 
دو دأبره أست . 

8 › 8 سه دأیره به مرکزهای 0 › 0 و "0 و شعاعپای‎ - ١ 
و "۴ را در نظر می‌گیریم ؛ می‌دائیم که این سه دایره دو بدو یك مر کز‎ 
تجانس مستقیم وبك مر کز تجانس معکوس دارند؛ پس هرسه دایره باهم‎ 
. دارا سھ جرک تجانس مستقیم و سه مر کز تجانس معکوسند‎ ) 
› هر اه مر کزهای سه دادره بر يك امتداد نیاشند‎ 


سه مركز تجانس مستقيم ]نها در رك امتداد است ؛ همچنين هر دو مر کز 
تجانس معکوس و يكت مر کز تجانس مستقہم بر یك امتداد است . 


برهان الا 8 مرکز تجانس مستقیم دایره‌های 0 و "0 
(شکل ۱۲) › "5 مر کز تجانس مستقیم دایره‌های 0و 0و 5 مرکز 
تجانس مستقیم دایره‌های 0 و "0 دا بدست میآورم . 

ابن سه‌نقطه» که هر یك روی بکی‌از اضلاع مثلك "0 00 استء 
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شکل ۱۲ 


ا ا هت را بطه منالا دوس راتشكىلمی دهند؛ درا درحفىقت»› 


جون S"‏ خار ج ومأیه خط OO‏ ات ¢ دارم 


0 GF S0O FR 


 SO_R . 
S0" R ج‎ 
SO" R" 

(۳) S07 Rًُ 2 


حال 1 ان سه رأ رطه را عضو بعضو در هم ضر ب کنیم» خواهیم داشت : 


SO SO S0 R R" R 


SO SO FOR RRT 


دس دمو جسن کا َه منلائوس» وة S".9. sS‏ ر ىك اسقامد. 
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انیا - مر کزهای تجانس معکوس دوابررا دوبدو بافته ,8 و ,"5 
و ,5 می‌نامیم (شکل )۱١‏ وثابت می كنم که هر دو نقطه از این سه نقطه 
(مثلا ,8 و ,5) با یکی از مر کزهای تجانس مستقیم (مثلا "8) بر یك 
امتداد است. در حقیقت نقاط ,5 و ,5 و "8 که براضلاع مثلك 0"00 
واقعند» با رئوس آن مثلث رابطة منلائوس را تشکیل می‌دهند ؛ زوراکه : 

SO" —R°" S0 —R S"O0 R 


O RF FO RF ° SOR 


م 


ر سس از صرب سه رأ طه در ٤ Ed‏ خواهيم کات : 
SO" FO SO‏ 
ڪج ١)‏ چ XxX‏ 
SO FO SO‏ 
پس به موجب عکس قَضیة منلائوس » سه نقطه ,5و ,5و "5 بر 
مك استقامتند . 


۱ 


نمرین 


N TT 
. يك ضلع مثلٹ د هر يك از دو رس دیگرش بر یکی از دو ضلع دیگر باشد‎ 

۴ درمثلٹ مفروضی مثلٹی محاط کنید که اضلاءش مواذی با امتدادهای 
ن 

۴۳ے زاوی » و نقطة ۸ در درون آن داده شده است ؛ دایره‌ای بساذزید 
که بر ۸ بگذدد و بر اضلاع ذاویه مماس باشد . 

۴ے دو خط و نقطة ۸ داده شده است . اذ ۸ خطی بگذرانیدکه این 
دو خط دادر 8 و € قطع کند و داشته باشیم : AB— AC‏ 


AB 
. حل‌کنید‎ ٠ = : نظطیرمسئلة قبل دا وقتی که داشته باشيم‎ E. 


ت 


۶ س خط و دایره و نقطه‌ای داده شده است ؛ بر آن نقطه خطی مرور 
دهید که نسبت قطعاتی از آن که بین نقطۀ مذکور و خط و دایره محدود می‌شود 
مساوی ڄا بأاشد . 

نظیرمسئلة قبل دا وفتی‌که به جای خط » دایرة دیگری داده شده 
اسف جل کید . 

۸ے 5و ابره درگ پریکد یگ مماسند ؛ دو قاطع که اذھ می‌گذرند › 
آنها دا دد 10 ۰ N‏ و N‏ قطع می‌کنند ؛ ثابت‌کنیدکه اگ ر 1N‏ هموادہ 
یں دایرۂ ٹابتی مماس باش › N‏ 1[ نیز بر دایرة ثابت دیگری مماس 
خوأاهد دود . 

BA - ٩‏ د € سە نقطة واقم بر يك استقامتند ؛ بر ۸ خط 
متح ر کی می‌گذرانیم و از دو نقطةٌ دیگر ؛ عمودهای 88 د 6€ را برآن 
فرود می آودیم ؛ مطلوب است مکان هندسی نقطة تلاقی قطرهای ذوزنقه‌ای‌که به 
این نحو بوجود می آید . 

٥۔‏ مثلث 8B)‏ ۸ ونقطۂ ٥‏ دادہ شدہ است ؛ از ([ › ٤‏ و "۴ اوساط 
اع CA »B€‏ د A B‏ سە خط مواذی با ۴ ۸؛ C۲9 B۲‏ دسم می کنیم؛ 
ثابت کنیدکه این سه خط متقاریند . 

٩‏ سه دایرة ,60 ؛ 0 و م به یك مرکزند ؛ خط ۸A M8‏ دا 
چنان دسم کنید که ۸ و 8 بترتیب بر محیط ,€ د € د M8‏ بر محیط ]€ 


باشد و داشته اشيم : =m‏ 1 
۳- بر یکی ازئقاط تقاطع دو دایره » قاطعی بگذدانیدکه این نقطه 


وسط آن بأشد . 

۳ ہ ثابت‌کنیدکه هر گاه برای یك مثلٹ )8 ۸ دو مجانس نسبت به 
دو مر کز © و 0 با دو نسبت k‏ و ع بدست آودیم > دو شکل جديد» خود 
مجائس یکدیگر ند؛ و اگر مرکز تجانس آنھا را "0 بنامیم؛ 0 0 و"0 
دی یك استقامتنق . 

۴ ۔ ابت کنیں که در هر مثلث » نعط تلاقی سه ارتفاع و نقطة تلاقی 
سه میانه و نعَطة تلاقی سه عمود منصف » بر روی یك خط د است قرار دارند . 


LES 


۵ ثایت کنیدکه ھر گاہ ارتفاعات مثلٹ 8€ ۸ بکدیگر دا در ٣٤‏ 
قطم کنند » اوساط اضلاع مثلث و مواقم سه ارتفاع و اوساط قطات 1۸ » 
€5 ی دوق ك دار ق ان دازنك. 

۶ نقطة ۸ بر محیط دایره‌ای د وتر )8 درآن دایرهمفروط است ؛ 
وتر (۸1 دا جنان رسم‌کنید که BC‏ دادد E‏ قطع کند و داشته باشيم : 
AE‏ 
ED‏ 


و و 
B8 - ۷‏ ۸ ۰ برداری است ثابت ؛ منتهای ])۸ هموارہ بر خطثابت 


=k 


EAS EG ™‏ ر 
۸ فراردارد د (آ۸ بر )۸ عمود و دو برابرات است ؛ مطلوب است مکان 


هندسی هنتهای سآ ذف أن سه بردأر 


وج 
۱۸- نظیر مله ۷ را 1 ددصو د تی که مهاف AC‏ همو اړدهبر دأایرةٌ 


ا دی فرار دأشته راش حل کید ٠‏ 


۹~ قطبى‌های و تجانس دو دایره را ىسەت د4 ان دو دایره بیدا 
می کنیم. ثابت کنید که این دو فطبی اذ »حور اصلی به یك فاصله‌اند . 


0 


rfi# 


1 
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انعکاس 


الف ۔ کات 


١‏ تعر یف هر گاہ نقطه ثا بتی مانند م و عددی جبری مانند 
۾ (مخالف با صفر) داشته باشيم »> منعکس هر نقطه مانند ۸ نقطه‌ای است 
مائند ۸ » که با ۸ و ۲ بر يك استقامت باشد و حاصل‌ضرب |ندازه‌های 
جبری فواصل م از ۸ د ۸ برابر ۾ بأاشد ؛ یعنی داشته باشیم : 

PA.PA =a 

۴ را قطب ا مر کزانعکاس و ھ را قوت انعکاس می نامند . 

اکر قوت انعکاس مثبت باشد » دو نقطةُ منعکس در بك طر فقط 
اتات ده ھی گو م انعکاس مغیت اس و Aَ‏ منعکس مىت اف 
(شکل (١‏ 0 قوت انعکاس مععی اشد ( E‏ ن در دوطر ف 
وطب انعکاسند ومی گو یم e‏ منفی ا ۸ منعکس منفی A‏ 


e 


مھ 


P ۹ A 4 Pp 
شکل ۲ کل‎ 


- بطوری که از تعر وف انقکاس تعد میسو د› خاصیتانعکاس 


س 


هندسه و مخروطات 
متقا بل ا انی اکر A‏ منعکس A‏ ا ووت a‏ اشک ¢ A‏ نىزهنعکس 
A‏ دا همان ووت ا 

۴ درا نعكاس مىت › هر گاه فاصله اقطد اع ار وول | نعکاس مساوی 


حدر ووت | نعکاس راشی ¢ منعکس زوه ر جود ن منطبق e‏ 


دس : 


AA‏ در انعکاس مشت » مان وزد سی نقاطی که 


منعکسشان بر خودشان منطبق‌است» محیط دادره‌ای 
است به مر کز قطب انعکاس و ره شعاع جذرقوت 
ا نعکاس ۰ ان دانره را دابرة انعکاس می ذأمند : 
o>ںa=—= PA.PA‏ کک 
شکل ۳ ر e‏ 
در انعکاس منفی» هیچ نقطه نمی تواند بر منعکس خود منطبق داشد. 
۴ تعر دف منعکس يك شكل نسبت به يك ةطب و با يك قوت معینء 
شکلی است که هر نقطهاش منعکس یکی از نقاط آن شکل باشد . به عبارت 
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ت 


دیگر » منعکس هر شکل بت به يك قطب و با يك قوت انعکاس» مکان 
هندسی منعک‌های نقاط ۲ن شکل است سیت به همان قطب و با همان قوت 
انكاس (شکل ۴) . ) 

نتيج ٩‏ س عر اه دو منحنیمتقاطع داشند منک ها یشان‌هم متقاطعند 
و دو نقطه تقاطع منعکس یکدیگر ند (چرا؟) . 

نتيج ۴ هر ګاه دو منحنی برهم مماس باشند »› منعکسها شان نیز 
بر هم مماسند و دو نقطه تماس منعکس یکدیگرند (چرا ؟) ۰ . 

© - قضيهة چهار نقطه دو بدو منعکس» در روی محيط بك دااره 
قرار دار ند . 

برهان - هرکاه ۸ (شکل ۵) منعکس ۸ و 8 منعکس 8 ا 
بك قوت انعکاس و قطب ۲ باشد» چون دارم ۴8.8 = ›PA.PA‏ 
داىرەاىكەر 4۸ › ۸ 8 «» B‏ هم خو اھ e‏ ( بدجه 
ONE‏ 


کس گل ب منعکس 
نقطه‌ای را از راه ترسیم 


(دست وريد . 
اگ ۶ (شکل ء) 
قط و ۾ دوت أنعكاس و A‏ 


نقطه مغر وض باشد › و 4 را 
مثبت فر ض کنیم» إن ۴ خطی شکل ۵ 

دلخواه می کشم و ر TT‏ و در يك طرف ۲ طولہای °8 , PB‏ 
را دعر تہب مساو ی ۱و ۾ حدا می گنیم د بر ۸ « BB‏ دایره‌ایمی گذرا نرم 
تا ۴A۸‏ را۔ در ۸ قطع‌کند ؛ ۸ نقطة مطلوب» بعنی منعکس ۸ است. 
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برهان ‏ اکر ۸ و8 برب منعکسپای ۸ و 8 ET‏ 


۸) » چون چپار ضلعی 8 8 ۸۸ محاطی است › دو مثلك P۸8‏ و 
PB |‏ متشا بہند (چرا؟)؛ َ4 4 
P |‏ 

يس : 

AB PA |‏ [ م 

AB 7 PB | 

حال اگر صورت و مخرج شکل ۸ 

طرف دوم اين ساوی را در ۲۸ ضرب‌کنیم › خواهیم داشت : 

AB PA.PA a 1 

AB PA.PB  PA.PB E ا‎ 

| ر سس سے ا اکرھ »فو ت| تعکاس»› 
e‏ ) از آنجا حاصل هید 

Sv |‏ اور ایل اشد ر روي وار ل می‌شود ل 

/ Ty” lal. AB ِ ٠ ۰ E 4 ST | 

| سان یک ار ۲ می رای ردو رار ا if f AB =A BB‏ 

| (شکل۷)طول ۲8 را مساوی ۸ - قضیه ‏ منعکسهای يك شکل » نبت به يك قطب و با قوتهای 

1 ...4 د ل ا د 

د جذر a‏ جدا می کنیم؛ نکاه مختاف مجا نسهای بکد گر ند. مر کز تجا س ٣‏ نها قطب ا نعکاس» و لسیت تجا نس 
شکل ۷ آنھا مساوی است با خارج قسمت قو تهای !نعکاس . 


ا می کنیم تا عمودمنصف 48 را در0 قط ع کند ؛ دایرم‌ای که نه , کز 0 
| ر 
e OS ١‏ 
PA.PA =PB' =a‏ ؛ پس 4۸ منعکس ۸ھ است 


e. 
` مار پ ق‎ 
. ڪ قصیه  فاصله بین منعکسهای دو نقطه مہاویاست باحائ‎ 
1 فدر مطلق قوت ڼیک‎ 
اوت اعاس در فاصله بین آن دو نقطه » تقسیم بر حاصل ضرب‎ 
١ . فواصل قطب انعکاس از همان دو نقطه‎ 


برهان - فرض می کنیم که 1 نقطه‌ای غیرمشخص از شکل(۴)ء 
و منعکس آن درانعکاسی به قطب ۲ با قوت ھ و" منعکس ,0 


(۱) PM . PM’ —a 


(۲) PM . PM"—aُ 


E 


چون اين دو را بطه 
راعضو بعصو برهم تقسیم کنيم» 
خواهیم داشت 
PM a‏ 


2 


و نى ۷1 
مجانس 1[ نسبت به‌هرکز 


شکل ٩‏ تجانس ۳ › با نسبت تجانس 


7 rf a 
می‌باشد ؛ با ۷ مجانس ۷ء نسبت بدحمان مر کز» با بت تجانس‎ - 


ا 


a 
۰ هی باشد‎ 
برقرار‎ F"» ۲” جون نطہر ا روا ھل راک تمام قاط دوشکل‎ 9 
ات وو فان عا رر ان ا غا کی ي‎ 


۹ قضیه - مماسهای لر دو منحنی منعکس »› در دو بقطة منعإس»› 
با خط واصل بین آن دو نقطه › زوایای متساوی می‌ساز ند . 


برهان - فرض می کنی م که ٥‏ منعکس ) باشد (شکل )٠١‏ ؛ دو 
Ms O E‏ 
و4 و در 8 و 8 قطع می‌کنند . 

8 و ۸8 دا وصل می‌کنیم و امتداد میدهیم . 
چون چپار قط ۸ » 4 8 و 8 پر روی بك دارماند 


BAA =A Bx‏ › سى ك زاو دن ۸8 و خط ۸ھ مساوی است ا 


1 ۵۲ 


8 
| 
ا 


۷ 


مك زاو به س AB‏ و خط ۸ . 


/ 
0 


٣ 
ر‎ 
> 


(c) 
٩۰ شکل‎ 
› حال اگر خط ۸ را درحول۴ دوران‌داده بتدریج به ۵ نزدیك کیم‎ 
تساوی دو زاوبه مذکور همواره محقوظ است ؛ اما اکر 8 ؛ ضمن تغسر‎ 
مکان برمنحنی € › | نقدر به ۸ نزدیك شودکه با آن مشتبه‌گردد» عن‎ 
قاطع ۸8 در حول ۸ | نقدر بچرخد چہ 8 بر ۸ منطبق شود › قاطع‎ 
در آن وضع › به هماس :ر“ منحنی 0 در نقطه ۸ تیدیل می‌شود و‎ AB 
۸ در همان حال » 8 که روی منحنی ) تغییر مکان هی‌دهد » بر‎ 
منطبق و قاطع ۸8 نز به مماس بر )€ در نقطه ۸ تبدیل خواهد‎ 
شدو ۵ هم بر ۵ .منطبق می‌شود و زاوبه‌های 84۸4۸ و × 8 ۸ » که‎ 
همواره باهم هساوی پودند» به زاوبه‌های بین ۸ و مماسپای بر دو منحنی‎ 
: در ۸ و 4 تبدیل می‌شوند ؛ بنابراین‎ 


MAA = MAA 


۱۱A 

باتو جه به اشکه حهت اين دو زاونه مختاف است» قضه قوق را 
ی وان چس مان درد : 

مماسهای بر دو منحنی منعکس در دو نقط منعکس ۸ و ۸› نست 
به عمودمنصف ۸ ۸ ؛ قرینه یکدیگرند . 

از ابنجا می‌توان دریافت‌که اگر در ۸ تقعر منحنی © به طرف 
قطب باشد » در ۸ تعدب € به طرف قطب است و بعکس . 

٥‏ قضیه ‏ زاوي بین دو منحنی › مساوی است با زاوی بین 
منعکسهای آنها . با به عبارت دیگر » دد انعکاس » زوایا تغییر نمی‌کنند . 

برهان - منحنيپای(٥)‏ و (۲) ومنعکسپامشان (€7) و(۲) را در 
کر ھی ری ( کل ١١‏ : ےھ کے ار فاط ار در کے ۸ 


Ax <A منعکس‎ 


مماس لر )¥( Ay‏ 
مماس در Ax (O)‏ 
شکل ٩١‏ مماس بر( ۲)و A۸‏ 


مماس بر (0) فرض می‌شود ؛ هی‌دانیم که : 
xAA = x AA‏ 
و yAAÃ=yAA‏ 

از تقر يق آين دو رابطه خواهیم داشت : 
xAA — yAAÃ x AA— JAA‏ 


a‏ کے 
,بعنی : xAy=x Ay‏ 
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س 


ب ۔ ملعگسپای خط و دآیرہ 
١‏ - قضیه ‏ منعکس خط راستیکه بر قطب انعکاس بگذرد» در خود 
آن منطبق است » یعنی خطی است راست . 
e‏ هر نقطه ۸ ا درروی امتداد ۲۸ عنی در روی همان خط 


أست 
Pp A 4َ A‏ 


شکل ۱۲ 
۱۲۳ قضیه ‏ منعکس خط ر استی که درقطب انعکاس نگذرد» دایره‌ای 
است که بر قطب انعکاس می گذرد . 


Nac EE os 

خط فرود؟ دد وشعاعش نصف فاصلة قطب| نعکاس‌است ازمنعکس نقطة تقاطع 
خط با عمودی‌که از قطب انعکاس بر آن فرود آمده باشد . 

برھان ۔ از ۴ عمود P۸‏ را بر خط مفروض ۵ فرود می آورہم 


(0 


(شکل )۱١‏ و ۸ منعکس ۸ را تعیین می کیم ؛ اگر 1 منعکس ہك 
نقطه غر مشخص 1 از 4 باش »› یدای کا که چپار قط M › ۸) A۸‏ 
و ۷ بر محیط یك دابره فرار دارند ( شمارة ۵ همین فصل ) ؛ پس : 
MM = °‏ ؛ زراكە مكمل با مساوی زاو قَائْمةٌ 1۸47 است. 
از أ نجا نتحه میشود AMP =0? : aS‏ بعنی › ا[ برروی 
دایره‌ای است به قطر ۲۸ . 
و ۴۳ - قضیة عکس - منعکس دایره‌ای‌که بر قطب انعکاس گرد › 
خطی است مستقیم عمود برقطر ماربر مرکز انعکاس . (این خط برمنعکس 
انتہای قطر مذ کور می گذرد) . 
برهان - دار 0 را 
که بر قطی انعیکاس٥‏ می گذرد › 
در نظر می گرم وھ منعکس 
A۸‏ ۰ انتہایقطر مار ر ۴ رایدست 
میا ورم ا 
1 منعکس بك نقطة غر مشخص 
M‏ از دایرہ باشد» چہار نقطۂ ۸؛ 
M9 M‏ برمحبط يك دار 
واقعند ( شمارة ۵ هممن فصل ) و 
» که مکمل با مساوی 
زاویة امه 1M‏ 4 است» برا 


۰ است ؛ س 4 1 بر ۶۸7 
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عمود است ؛ معنی منعکس هر نقطه از دامره روی خطی است که از ۸ 

عمود شده بأاشد . 
ر 0 ۴ قضیه - منعگس دادره‌ایکه در قطب |نعکاس نگذرد» دایره است. 
برھان ۔ فرض می کن CyB ENE E‏ 
LE.‏ 
ان دایره با فطب ۲ 


سبت به فط ۲ با قوت ھ باش (شکل )١۵‏ ؛ ھر گا 
سبت به دایرة ( €) مساوی ص فرض‌کنیم » منعکس 
و قوت ص برخودان منطبق خواهد يود؛ زیراکه منعکس هر نقطه دایره 
پر ووی همان دایره است ٤‏ این منعکس را ( "°0 ) می تامیم ؛ حالا برای 
دایرة ( € ) نسبت بد قطب ۲ دو منعکس بدست| وردها يم » یکی با قوت 
۾ که شکل ( € ) است و دیگری با قوت م که دابرة( "€ ) است و 
بطوری که میدا نیم (شمارة ۸) این دومنعکس» مجانس یکدیگر ند؛ ل 


(c”) 


ا ا 
ا - 
SS‏ 


١ ۵ شکل‎ 


A fr 3 4‏ 
شکل ( ٥‏ ) مجانس دایرۂ ( ٥"‏ ) است با نسبت e‏ > عى 


او ای اس ک فعا رک ان 0ار د0 :اوی OPxX‏ 


Tigges 


1 EET 


aA 
: در ھی باس‎ ) ٤ ( و شعاعش مساوی ا حاصل صرب شعاع دای رة‎ 


س ج 


کی 


ر 
aS‏ 


یه این تر تیب : منعکس دایرةآیکه در قطب انعکاس نگذرد » مجانس 
C َ .‏ 
ان هم هست و قطب انعکاس و مرکز تجانس بریکدیگر منطبقند cl yv.‏ 

©۵ _ قضيه ‏ يك خط و يك دایره به هر وضع که درصفحه قرار 
داشته داشند > منعکس بکد گر ند . 


برهان ‏ می‌دانیم که خط و دایره نسبت به بکدیگر » ممکن 
است سه وضع داشته باشند : 

اول خط خارج دا وره باش ؛ 

دوم - خط دایره را قطم‌کند ؛ 

سوم - خط بر دایره مماس باشد . 

انك قضیه را در هر سه حالت ثابت می کنیم . 

اول خط ۸ خارج دایره است (شکل ۱۶) . 

ازمر کز دایره خطی بر 4 عمود می کنیم 
تا آن را در۸ ودایره را در۴ و ۲ قطع‌کند؛ 
حال اکر ۴ راقطب| نعکاس |ختیار کنیم» بسہولت 
معلوم می‌شود که خط ۵ منعکس مشت دارۀ 
(€) و( ) منعکس هثبت ۵ است با قوت 

شکل ۱۶ PA x PP‏ ؛ و اکر ۲ را قطی انعکاس 
اختیار کنیم »> ۸۵ منعکس منفی (© ) و (€ ) منعکس منفی 4است باقوت 


۴A × P۶‏ ؛ س ۵ د ( ٤‏ ) به دو طریق مشت و منقی منعکس 
ENE‏ 


دوم خط دایره دا قطع م ی‌کند (شکل ۱۷) . 


Di 

بار از مر کز ار عمودی در ۵ھ رسم می كنم ٤‏ مل 9 دادره را 

در ۸ › P,P‏ فطع کن ؛ اگر ۶ را قطی 
ا فرض کنیم» باسانى د یله می‌شود کە(C)‏ 
منغکن ےھ و ۵ے نیک (©) است باوت 
P۸ ×‏ ؛ و | گر ۴ را قطب اختیار کنیم › 
چول منعیکس دا دره و دا دره E‏ خم اس 


lela lT PPE 


شکل ۱۷ 


ووت ¢ و مسست FO‏ 
سوم خط با دایره مماس است (شکل ۱۸) . 
عمودی‌که از 0 بر خط ۵ رسم شود › تر نقطة نماس ۸ می گذرد؛ 


در این حال فقط می توان P‏ را قطب | نعکاس (a)‏ 


(c) 
7۸ اختار کرد و۵ و (€) را › با ان قط و ووت‎ 
: P ٍ 
ر‎ Nc e 
را نمی‌توان قطب | نعکاس گر فت» زراکه قوت‎ 


انعکاس صفر می شود . 


شکل ۱۸ 
۶ قضيه - دو دادره » به ت#روضع که در صفحه 3ر ارداشته باشندء 


منعکس یکدیگر ند . 


برهان - در حقیقت » دو دایره به هر وضع که در صفحه فرار 
داشه اشد ْ مجانس مستقيم و محاس معکوس Ed‏ حال !گر 


9 ا ازمر کزهای تجا نس دو دااره باشد 3 9)8 خط ا لمر کز بن› 


ت 


دو دایره را در ۸ › 8 B>‏ و ۸ قطع کند و خط غیرمشخص دیگری 


شکل ۱۹ 
45 بر 5 می گذرد › دابره‌ها را در MN «N ٤ M‏ تلق کد ¢ 


برای اثبات قضیه‌کافی است ثابت کنہم که M1‏ و M1‏ با قوت 54× 5۸ 
منعکسبکدیکر ند؛ می‌دا نیم که 4 مجانس N‏ 8 وموازی باآن‌است؛ 
س MN = B N M7‏ ؛ اما چون N7 M7‏ 8 مكمل MA78‏ است› 
نابراین [7٩۸7۸‏ و 178۸ مکمل یکدیگرند » و چپار قط ۸ > 
MH.‏ و A‏ روى بك دابره واقعند و 51.SM =S4..547‏ ›بعنى 
M‏ منعکس 1 است با قوت 5S4‏ ×5۸ . 

۷ ۔ دقت کنید ! وقتی که دو دایره بر هم مماس باشند » نقطه 
تماس › مر کز تجانس آ نہا هست اما قطب انعکاس | نها نیست ؛ زرا که 


دړ اش صورت دوت انعکاس صفر می‌شود 1 


ردس ۸- محاسبه قوتانعکاس در دو دایرهکه منعکس یکدیگر فرض شو ند. 


هر گا مر کز تجا نس وقطب انعکاس دابره‌های )€٥(‏ و (07) باشد 
(مشکل ¥0(« و فوت انیکایں (€) 9 (€) را 4 وفوت زقطة © نسەت ده 
(€) را م و نسست به )€C(‏ را pً‏ فرض کنیم ازطرفی می‌دانیم که نسەت 


تحانس ( 0) به (60) 


ا 
دراير >-> و سیت 
P‏ 


تجاس (€) به (07) 


a 
می باشد»و‎ Pp دوا سر‎ 


۲٥ شکل‎ 


Og e O 


R 
: برابر 7چ می باشد ؛ پس‎ )C ( به‎ 


R a 
(¥) Rp 


حال اکر رابطه‌های ١‏ و ٢‏ را عضو بعضو درهم ضرب کنيمء حه 


Ce‏ )۱( و 


می سود : 


و از | نحا : a=V pp’‏ 

دس : قوت انعکاس دو دایره نسبت به یکدیگر › مساوی است با جدذر 
حاصل‌ضرب قو تهای مر کز تجانس آن دو دایره نسبت به نها . 

۹ - مر کزهای دو دادره نان > مجانس و و 


منعکس Pr‏ اسیک ی س مرکز دأدره از قضبه رر تسده 


هھ * 
ھی سود . 


> لرك 


رد ر ددر فقضه - منعکس مر کز دادره‌ای‌که بر قطب انعکاس نگذرد » مزدوج 


تو افةی قطب انعکاس است نسبت به دو انتهای قطر ی از منعکس آن دایرهکه 
در قطب انعکاس مر ور کن . 


برهان ت درا اس مەروض ا طب S‏ و فوت k‏ »منعکس دا رة 


۶ 


ر 


شکل ۲١‏ 
() راکه برمر کز انعکاس نگذشته است » دایر؟ (©) می گیر یم (شکل 
BA lll E‏ 
و محیط دایرۂ (7©) را در ۸ و 8 قطع کند ( ۸ منعکس۸ و 8 
منعکس 8 است)» و نقطة"0 منعکس مر کز دایرة (€) در این انعکاس 
باشد › دارم : 
SC . SC"=k‏ (۱( 
و SB.SB =k » (%) SA. SA =k‏ )”( 
چون (۴) 88+ ۲5€=8۸ است ( زیرا بر طبق رابطه 
شال می‌توان نوشت : )۸+ 5€=54 و 8€ 5€=S8+‏ و نز 


.(AC+BC=o 
: دس اا استفاده از روا رط إو" را طه ۴چنىن خواھد شد‎ 


rk k k 


س 


SC” SA SB 
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س 


ETE 
SC" SA ' SB 
به‎ ت٬سن‎ ES مزدوع توافقی‎ C" ر ان رایطه قان می‌دهد که‎ 


و با: 


دو نقطه BA‏ و فضه امت ات 
تمر ین ددشکل ۲۱ ثابت‌کنید نقطۂ ]€ منعکس مزدوج توافقی قطب 
انعکاس است سیت به دو نقَطةُ ۸ د 8 . 


: ٍ 2 ا 
€ ۔ عا کس E‏ 


a a [ 

٥‏ عاکمها » وسایل رسم منعکسهای اشکالند واناڭ نوع نها عاکس 
وع اا امان این عا کی مسار ساد وعارت ات از شی 
میله فازی »چپارتا به طول 1 و دوتا به طول 7<1(1[) که مطابق شکل 
× › در تقاط B, A. Mî « M « P‏ به وسلة لولاهای بسار ظر يف 
به یکدیگر مر بوط شدهاند وبأ سانی در حول این نقاط میچ رخند د در 
RT‏ ازم دورمی‌شوند. چون مثلثپای °8 ۸ د AM8‏ 


Paucellier — 1 
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د MB‏ ۸ متساوی|لساقینند » سه نقطة ۲ »> ۷M‏ و 1 بر امتداد عمود ۔ کند و بالاخره به هر کز 0 و به شعاع 01 دایرة مطلوب را رسم‌کنیم. 
منصف 48 بعنی برروی ىك خطةراردارند. حال ضر PM X PM‏ 
مقداری است ثابت ؛ زیرا که اگر بر فرض » به مرکز ۸ و به‌شعاع 1 
دایره‌ای بزنیم »> ۲M × ۶M‏ قوت نقطة ۲ است نسبت به این دایره و 
مساوی است با P۸" - ۸M‏ » س : 
مقدار ثابت =[ —' 1= PM x PM‏ 

نابراین» اگر ۴ راپرروی قطب انعکاس‌ثابت نگاداریم و۷1[(یا 

)M‏ را روی شکلی جا بجا کنیم ء1 (با ۷) منعکس ان شکل رارسم 


* ا أ - M‏ ک1 ار ew | ) ٤ ” ١‏ خی u‏ فی ر 3 7 1 


نوك مداد در )M‏ » تعسه شده است . انعکاس ثارت کنید . 


حل - اگر ۸8€D‏ چہارضلعی مفروض باشد (شکل ۴؟) » ۵ 
اك ما 
: حل چ کک 1 منعکس دادر مح طی 


5 أن وا شت طت 
۹ - مسگله - منعکس دایرة (]) دابا قطب ۲ وڈوته دسم کنید. اورا ت 


حل - بطو رکلی برای رسم منعکس دایره فی است که بك نقطه ۸ و با قوت دلخواه 
I BD a N O‏ بدست هیآوریم و 
مزدوج توافقی ۶ سبت به دو سرقطری از )€٤(‏ است‌که از۴ می گذرد . بر روی‌آن »8 )€ 
در حالت خاصی کہ ۴ خارج دایرۂ (©€) باشد (شکل ۲۳) › کافی است و0 منعكىپایB‏ و شکل ۲۴ 
که مما PM‏ را بر دایره رسم کیم و 1 منعکس 1 را ( یا ترسم ) € و 0 را معین می‌کنیم ؛ روی 4 این رابطه برقرار است : 
یلست آوریم و از M‏ موازی M0‏ بكشم تا امتداد ۲0 رادر 0 قطح BD =BC+CD’‏ (۱( 


٣ر‏ 
.< س 


_\o._ 


أما به هو جب | نچه در سشماره 4 همسن فصل د یدام : 


„n. ____|kIBC „n ___|k BD | 
BC= BAC 2 BP = BAD 
..__ KCD 
CD = (EAD ٍ 


چون ابن سه مقدار را در رابطه ١‏ قرار دهم ٤‏ خواحیم وات : 


k|BD _ |k|IBC |kCD 
AB.AD 7 AB.AC" ACAD 


| دس آز حف مخر حرا 3 سادودرون > حاصل می‌شود : 
BD.AC— BC.AD+AB.CD‏ 
۳ - مستله _ دایره‌ای رسم کنیدکه بر دو نقطه مفروص ۸ د 8 


بگذرد و بر خط مفروض ی مماس باشه ۰ واضح است که ۸ و 8 بايد در 
بات طرف 4ھ باشند . 

حل - هر گاه مسئله حل شده‌باشد و (€) دار مطلوب در ۳ بر 
خط ۸ مماس باشد (شکل ۲۵) › درصورتی که شکل را بە‌وسیلة انعکاس 
تبدیل کیم » منعکس (۳) بر منعکس ۵7 در ۲ » منعکس ۳ مماس 
خواهد بود .اما اگر قطب را یکی از نقاط (€) بکیربم» منعکس )٤(‏ 
خطی است مستقیم و منعکس ۵ دابره‌ای خواهد بود مماس بر ان خط 
مستقیم ؛ پس مسئله را به امن طرق حل می کنیم : 

۸راقطب|نعکاس‌ومقداری دلخواہ مثلا ' 48 راقوت انعکاس 
فرض می کنیم (۸3 عمودی است‌که از ۸ بر۵ رسم‌کرده‌ایم) . منعکس 


ا 


ل 8 


خط ۸ دادر ۸ اس که به فطر ۸۴1 رسم شود . حال 8 منعکس 8 
را ددست ميا ورم و از Bً‏ ر دادره ( (4۸٥‏ مما س BT‏ را ر سم کرده 
AT‏ وا رسم می کنیم تا A‏ را در ۲ قطع کند. دا برای 5ه در B-. A‏ 2 
T‏ او 4 دا یره مطلوبت ات ۰ له در حالت کلی دو حواب وارد . 
سے ٣۳‏ عله _ دایره‌ای دسم کنید که بر دو نقطه ۸ و 8 بګذرد و 
بر دايرة مفروض ()) مماس باشد . 

حل - مسئله راکه حل‌شده فرض كنم به طربقه زیرمی‌رسیم : 

ار ۸ ممایش At‏ را زاره (O)‏ رم می کیم (شل ۶( . A‏ 
را قط و ۸٤"‏ راکه قوت انعکاس اختیا رکنم » منعکس دایر؛ (60) ر 


خودش منطمق است . 8 منعکس 8 را تعیین هی کن و از 8 خطی رم 
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شکل ۲۶ 


می کنیم که در 1آ بر )٤(‏ مماس شود . 
۳ را وصل می کنیم تا دایرة (0) را بار دیگردر"' قطم‌کند. 
دایره‌ای‌که بر ۸؛ 8 و ٦‏ بگذردء دایرۂ مطلوب است» زرا این‌دایره» 
Ken‏ خی ات کہ 8B‏ پر (60) انی دم ست ٭ کن پر ©) مدای 
خواهد بود . 


۵ - مسئله ے دابره‌ای دسم کنید که بر نقطه مذروصض ] بګذرد و 
لر دو دالرة مفروض (D) 4 (OC)‏ مهاس شود . 


حل۔ از مماس ۳ را بردایرة )٥(‏ رسم می کنیم (شکل۷؟). 
8 را قطب و ۱۳ را قوت انعکاس اختبار کرده منعکسپای دوایر )٥(‏ 


ر (D)‏ را دک ست ھی اور دم. 


nm 
ا‎ 


ا 
منعکس (6) بر خودش منطبق است و منعکس (() دار (57) 


اس مماس ف دد دادر (D;)‏ 9 )€( را رسم می کنیم تا ll‏ در 


شکل ۲۷ 


A‏ و 8 مماس شود .14 دایرة (0) را در 4 و 18 دار (€)را 
در8 قطع می‌کند . دابره‌ای که بر1[ › ۸ و 8 بگذرد › دایرة مطلوب 
اروا که ان ارہ چون یکی مان ا ۸8 اش 
در دو دا ره مفروض مماس است . 


۶ مځله ن دایره‌ای درسم کنیدکه بر سه دار مفروص ()) > 
(€) د ()) مماس باشد . 


حل - اگرمسئله حل شده و دار (۲) (شکل ۲۸) دایرء مطلوب 


و1 مرکز أن باشد و مرکز کوچکترین سه دایرة مفروض را ,0 


khosro1 1۵۲ 


ب 
بنامیم » دایره‌ای که به مر کز ۷ و شعاع ,10 رسم شود بر نقطه ,0 
خواهد‌گذشت و فر دو دادره» ا ره مر کز 0 وشعاع Sr—F,‏ دىگری 


ا O,‏ و شعاع et‏ مماس خواأهد و د. 


یك ر 


n 
~~ سس ص‎ 


شکل ۲۸ 
مله دیل می شود به هله فل بعنی رسم دا رای 5هر 
بك نقطه معلوم ( بعنی ,0 ) بگذرد و بر دو دایره ( پعنی دایره‌های به 
شعاع ,۲-۴ ومر کز 0 و به شعاع ٣۴٢-٣,‏ و مرکز ٻ0) مماس باشد . 
بس از بدست آمدن مر کز این دایره » رسم دایرة مطلوب مسئله با سانی 


اجام می گرد . 


~1 A_ 


نمرین 


٩‏ رکز دایرة محیطی ملك ])8 ۸ دا0 می‌نامیم . ۸ › 8 د 
قر ینه‌های رئوس‌مثاث را نسبت به ۸"0 ."8 د" قرینه‌های رئوس را 
نسبت به عمو د منصفهای اضلاع مثلث بدست آورید . ثابت کنید که دایره‌های 
"0۸۸ د 0B B"‏ د "€ 0€ نقطۂ مشترك دیگری نیز دأرند . 

. در صفح مثلك ۸8€ ۰ نقطه‌ای مانند 0 در نظر می‌گیریم‎ ٣ 
. ؛ ۾ و م قطع مى‌كند‎ ١ د )۸ دا بترتیب دد‎ 8B) ۰ ۸A8 مودبی اضلاع‎ 
۰۸ دا در نقاط‎ OBA د‎ OCA ۰ OBC خطهای »0 .08 و0 دوایر‎ 
د € تلاقی می‌کنند . ثابت کنید که چھار نقطا 0 . ۸ ۰ 8 و € بر‎ B 
. بك دایره قرار دأارند‎ 

۳ نقطة تلاقی ادتفاعهای مئلٿث H |ı AB)‏ می نمیم و بر دوی 
HC > HB ° HA‏ › سە قط ۸ › 8B‏ د € دا بقسمی تعیین می‌کنیم 
كە : HA. HA = HB.HB = HC. HC‏ . ثبت کنید که ]] از سە 
ضلع مثلك ۸78€ به يك فاصله است . 

۴ بر دونقطة مفروض ۸ د 8 دابره‌ای بگذدانید که دایرۂ مفروضی 
را به ذاویة » قطع ‌كند . 

۵ ثابت‌کنیدکه اگر در يك چهارضلعی » حاصل ضرب دو قطر مساوی 
با مجموع حاصل‌ضر بهای اضلاع متقابل باشد» . چهارضلمعی محاطی‌است (عکیس 
ية بطلميوس) . 

۶ ثابت‌کنیدکه اگرقوت انعکاس مثبت باشد» هردایره که بر دو نقطه 
منعکس بکذرد بر دایرة انعکاس عمود أآست . 


ت 
¥ از نقطة MH‏ داقع درداخل دایره‌ای دو وتر ۸۸ 889 دأ عمود 
برهم دسم کنید و عمود € دا بر ۸8 فرود آورید . الف ۔ ثابت کنیں که 
MC‏ ا1 وسط 8 4مى‌گذدد. ب ثابت‌کنید 11 .1€ متداریاست؟ابت. 
۸ خط د که بر نقطة مفروض ۸ می‌گذرد و دایر؟ € داده شده 


است . بر ےھ دایره‌ای بگذدانید که مر کزش روی ۸ و خودش بر € مماس 


٩‏ نقطة 1 در داخل زاوی ر0× واقع است . بر M1‏ دایرهای 
بگذدانیدکه بر دو ضلع ذاویه مماس شود . 

٥‏ نط ۸ و خط ( و دایرۂ )€ داده شه است . بر ۸ خطی 
یگذرانیدکه ([ و € دا بترتیب در M1‏ و N‏ قطم‌کند و داشته بأاشیم : 

AM.AN=] 

۹- بر نقطة مفروض ۸ خطی رسم‌کنید‌که اضلاع ذاویة مغروض » را 
دد ۶ د © فطع کند و داشته بام : AP.A0—=a"‏ . 

۳ - دایره‌ای وقطری اذ آن و نقطه‌ای مانند 1 مفروض است . یں 
MH‏ خطی بگذرا نید که دایره و قطرش را در ۸ د8 قطع‌کند و حاصلضرب دو 
قطىة ۸" د M8‏ مساوی "چ باشد . 

۴- پر نقطة تتاطع دو دایره قاطعی دس‌کنید که حاصلضرب قطعات 
ان »که در دو دایره محصورند مساوی '[ شود . 

۴- دد دایرة مفروص متلٹی محاط کنید‌که اضلاعش بر سه نقطة معین 
PN‘. M‏ بگذرد : 

۵- نتاط ۸4 › 8B‏ د € دا به وسیل انكاس به نقاط ˆ۸ › 8 )€ 
یقسمی تبدیل کنید کہ مٹلٹ € 8 ۸ ۰ اولا متساویالساقین و ٹانیاً متساوی ۔ 
الاضلاع و ثالثاً قاتم‌الز اویه باشد . 


۶ سه نقطه ۸ › 8 د © بر يك خط راست قرار داأرند. بر ۸د 


1 


e 
i 
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کو کے ی و ہے 


¥ 


C۴٤ و شط منغیں ( واقع ہر عمودمنصف ۸8 دایرہ‌ای می‌گذدانیم تا خط‎ B 
قطم کند . مکان ۷1 جیست ؟‎ M1 را دد‎ 

۷ دو دایرة 0 د 0 یکدیگر دا در ۷1 قطع کرده اند .بر M1‏ 
دایرة متغیری می گذدا نیم که دوایر مفروض را دد ۸ و ۸ قطعکند و4 ٥M‏ 
MA‏ دوایر مفروض دا بترتیب بار دیگر دد 8 و 8 قطع کنند . مکان 
هندسی نقطۂُ دیگر تقاطع ylasر MAA‏ د MBB‏ دا بدست آورید . 


٤ 2ر‎ khosro11 ۵۲ 


سے 
٠ /‏ 3 
r aks ۲‏ اک 2 : ٠‏ 
۰ 4 ۰ ر a ES‏ 
٣‏ سے 
CC Q e ٤ ٤‏ رر ي 
:2 ( ا ¢ # م 7 
n 5 ِ‏ ا ا 
e‏ 2 ٍ 
4 لے 0 2 چا و ۳ 1 ک 7 ا 5 
| [ & و O‏ 2 کے ا 3 ر 
/ ً یی ا ا بر 
(Jr o‏ 7 ر 4( CJ‏ +( 
ا * هھ ي 
دجس صو م 
E‏ ا ا 
۴ د ر ا £ ت أ( 4 ا کے سا ا 
ر k‏ 
ہے 2 
۸ س م ت کیخروطات رر م ب 
ا و < : e‏ 


فصلل إو ل 
معدمه 


مقاطع مغر وطی و موضو ع مخروطات 


١‏ - سطح مخروطی سطحی است حادث از تغبیر مکان خطی 
مانند ۸ که همواره بر نقطه ا تی ما نند 5 گرد و و سے ا ما ند 
(€) متکی باش (شکل )١‏ . 5 را رآس »› ۸ را مولد و(٥)‏ را هادی 
سطح مخ ر وطی می نامند . هر گاه منحنی هادی سطح مخروطی › مسطح 
و مسدود باشد › قسمتی از س طح 
مخروطی محدود بسن راس وهادی 
را مخروط می‌نامند . در این 
صورت منحنی هادی را قاعدة 
مخروط می گو دند. همیشه می‌توان 
هر مقطع از سطح مخروطی با بك 

شکل ١‏ صفحه را » قاعده اخشار کرد 
رو وا کا رای ر 


اگر قاعدةٌ مخروطی دا بره باشد > مخروط مستدیر است . هر گاه 


ات 
O E‏ 
مر کز قاعده بگذرد مخروط دواد است . در این صورت خطی راکه از 
ا به مر کز قاعده وصل شود مچود مخروط دوار می‌نامند . مخروط 
دوار را می‌توان فسمتی از سطح مخروطی حادث از دوران خطی مانند 
۵ در حول خط ثابت 050 فرض کرد 
(شکل ؟) . 

چون خط ۸ محدود نست › طح 
مخروطی در دوطرف 5 بوجود ھی أ بد. هر 
جزء راكەدريك طرف راس‌باشد بك دامنة 
طح مخروطی می نأمند . 

۲ - فصل مشتر ك صفحه باسطح 
مخردطی‌دد اد هر گاه صفحدای مانند ۴ 
(شکل۳)سطح مخروطی‌دواری راقطع کند» 
چپارحالت ممکن است اتفاق فت : 


الف د صفحه ۲ بر محور عمود داش . e È‏ این صورت می 


مقطح ( دایره انی (شکل . 


ب د صفحه ۲ بر محور عمود نباشد اما تمام مولدها را در مك 
غر قطع کند. در این صورت مقطع › منحنی مسدودی است که 
انرا یکی ہے کر د ( کل ۴ ): 

ج صفح ۲ با بکی از موادهای سطح مخروطی موازی باشد . 


در ا صورت مقطع « منحنی نامسدودی امت که س ھی خو أ نده هی‌شود 


۲ 
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و 

د - صفح ۲ برخی از مولدها را در یك طرف 5 و برخی دیگر 
را در طرف دیکگر آن تلاقی می کند (یعنی هر دو دامنةٌ سطح مخروطی 
را قطع می کند) . دران حال مقطع › منحنی‌ای است مر کب ازدوشاخه 
متمایز و نامسدودکه به آن هذلولی می گویند (شکل ۴-۳) . 


۴ چپارمنحنی دایره وبیضی و سېهی و هذلولی که می‌توان 
آنہا را از قطع کردن سطح مخروطی دوار با بك صفحه بدست آورد» 
مقاطع مخر دطی نامىده می‌شوند . 

۴ مخروطات فسمتی ازهندسه است‌که دران از خواص بطی › 


a Sw 


ر 


چ 
e‏ 
pg ¢‏ 


آلف _ مقدمات 


١‏ - لعر یفها ‏ بیضی مکان هندسی نقاطی است از يك صفحه که 
مجموع فاصله‌های نها از دو نقطه ابت واقع در آن صفحه» مساوی 
مقدار ثایتی باشد . 

دو فقطه ابت را دو کانون بیضی می کویند و معمولا آنا رابه ۴ 
F«‏ نمارش می‌دهند. مقدار ثابت را به ۲8 می نما ند و راعددتایت 
بیصی می‌خوانند . فاصله سن دو Mv‏ 
نون را فاصلة کانو نی بی 
می تأامند و به ۲C‏ نما رش می‌دهند. 

منحنی (€0) در شکل ١‏ 
بیضی است . ٣‏ و ۴ دوکانونآن 1 

و M‏ ىك نقطة أن است وھ 4= MF+-MF‏ . 
در مثلتث MFF‏ ابن روابط حمواره برقرار است : 
MF+MF>FF‏ )۱( 


raze : بعنی‎ 


۴ هندسسه و مخروطات 
MF —MF<FF 9‏ )¥( 
۲ - دسم إيیضی : 
اول - با حر کت مداوم - این طریقه برای ترسم بضیهای 
بزرگ بکار می‌رود . دو ميخ در دوکانون بیضی می کوبیم و نخی به طول 
۲۳٩‏ اختبارکرده دو سر آن را به یکدیگر گره می‌زنیم . نخ را از 
دشت مرا می گذرا نیم و نوك ميم با مدادی را در داخل حلقه ت رار 
دادہ می کشم تا نخ ET‏ 
M۴۴‏ درا ید (شکل ؟) › میخ 


دا | ف دب 
چ ا 5 جا حا ی کنیم سی 


شکل ۲ 5 همواره ع م یما ند ۰ 
بد ری ات که همہشه MF+-MF =a‏ » دس M‏ در روی تی سر 


e ھی‎ 


دوم بانقطه‌یا بی۔ از 0 (شکل۳)» وط ۴۴ دوطول 0۸4 و 


۴۴ جدا می کنیم و بر روی‎ FF b> را وا 8 درطرفن 0 در‎ 0A 


چ س ت س س مھ سے لے 


ا ھر نقطه‌ای مانند [ اختہار می کنیم ۱ 
کک ۱ ا 
۱ ا دهانه در گار را بك دار A‏ انكارء 
AF û TIF 8‏ 
ر 14 باز کردہ به مر کز ٣۴‏ (یا ۴) 
o‏ . دو سی مید نیم و بار دیا ان رأ 


مرکز ۴ (ہا ۴) قوس دیگری رسم. می کنیم تا قوس اولی را در قطع 


۴ 
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=8 
کند . ۷1 روی بیضی است » زبراکه : 
MFFMF =TA+TIA=AA =a‏ 

به أمن تر تنب هردفعه چپارنقطه مانند 1 بدست می ند . با تیر نقطة 
1 می‌توان نقاط EET‏ از شض را ماست ورد که وقتی تعداد اا 
سیار زیاد شود از مجموع آ نها بیضی بوجود هیآ ید . 

مداد که ر ی ا 0 دود اوه اد رر قطع‌کنند بايد خط 
المرکزینآ نہا از مجموع دوشعاع کوچکتر و از تفاضل دوشعاع بزر کتر 
باشد. پس ] باید بین ۴ و ۴ اختبار شود زیراکہ اکر خارح | نہا باشد 
تفاضل دوشعاع از خطالمرکزین ۴۴ بزرکتر خواهد شد و دو دابره 
ا را فطع تھ ك او ا‫ 

۴-قضيه- بیضی داړای دو محور تقارڼ است که کی بر دوکانون 
۴ و ۴ می گذدد و دومی عمودمنصف ]'[ است . 

برهان - کافیاست که ثا بت كنم که قر نه هر نقطه سضی نسبت ده 
NRT TTT ES‏ 

هر گاه ۷1 روی بیضی باشد (شکل(ء .MF+MF =a ye‏ 
و M)‏ قرنة 1 نست به ۴۴ باشد» چون ۴ و ۴بر عمودمنصف MM‏ 
رار دأرند› دارم : 

MF =MF », MF=MF 
MF+M,F =MF+-MF =a : Ji 


بس ,1 روی بیضی است . 


۶ 


واصل پين اوساط دو 
قاعدة آنْ بر قاعده‌ها عمود اسٽت) » س دو ساق إن با هم و دو قطر أن 
نیز باهم مساویند » یعنی : 
MF=MF , MF =MF‏ 

M,F+M,F =MF+MF =a : اil‎ jl» 
. س ¥1 نىز روی بیضی است‎ 

۴ - قضیه - محل تقاطع دومحور تقارن بیضی مرکز تقارن آن است. 

برهان - درحقىقت اگر 
MH‏ نقطەاى از سضی و0 مسل 


بر خورد دو محور تقارن بیضی» 


د ,1 قر نه 1 نست ب04 باش 

شکل ۾ (شکل۵)ء کافی است ثا بت کیم 
که ,8 نقطه‌ای از بیضی است . شکل MF MF‏ متوازىالاضلاع|است 
(زیراکه دوقطرش منصف سکدیگرند) » پس : 


ونيز اکر ۷M,‏ 
فرینه 1 سیت به 
عمو دمنصف ۴۴ باش 
MM,F F Ja‏ 
ذوز نقه‌متساوی| لساقىن 
است (زبرا که خط 


FY 
MF=MF , MF =MF 

MF +M,F=MF+-MF =a :|zil jl» 
. عنی ,1 روی بیضی است‎ 

8 - م×ورهایف بیصی د مر کز آن - محورهای تقارن EE‏ 
تقارن سصی دا باختصار محورها و مر کز دمصی می اهم 

۶ - بیضی محورهای خود دا قطع می کند زیرا که اکر بر 
۴۴٦‏ وط ۸ را بھ فاصلۂُ ھ از 0 اختار (شکل ۳) : 

AF" =a-+-c و‎ AF—=a—ce 

و از أنحا: AF-+-AF =a‏ 

عتی نقطۀ ۸ روى بضی ست ھمچىىن Aًُ‏ در نه ۸ سمت ده 
0 روی سضى افیت . و ىز چون 4ھ >۴0 › اکر به مر کز ۴ و شعاع 
4 دوسى دز نم ا عمو دمنصف FF‏ را در دو نقطه 8 3 8 قطع کند 
(فکلہ؟)' 

BF+BF =a 9 BF+BF =a 

بعنی B‏ 9 ھمچىەن Bُ‏ روی سی اش : E e‏ مئثلث 08۶۴٣‏ 
د دکه می‌شود که BF | OB‏ دعنی ار COA‏ ا است. 

۷ باد آوری : 

اڪ دد مثلث ( مما نه وارد 
ای هر ضلع ٤‏ کوچکتر است از 
ذصف مجموع دو ضلع دىکر 


زرا 5 ا مما نه AD‏ را 


۳ 


ا ا _ ۱۴۹ 
ت۴ 1 بود ) که دو ضلع متغیر با هم مساوی شوند › زرا که اگر فرض کنیم 
بها ندأزة خود تا ۸ امتداد دهم ٤‏ (شکلء) ]= x ty‏ (شکل۸)» می‌دا نیم که 
ا AB'+AC=rAM4LRÛ f gura f‏ 
ودر مثلك Ê herd a] AA <AB+BA : ABA‏ 
1 ِ ۹ ا ۲ 
فا YAD<AB+-AC‏ ری ر 3 ۲ فقا ا 
8 ۲ ۲ 
E Ap<ABFA4C lL‏ 
[[ ~- ف ا دو طول مغر ٤‏ مقدار اتی باش ٤‏ حاصل_ ma Fy) Yay _ a‏ 
O E‏ ۰ ها 
يا : Ky‏ ~~ — = ږ 
دو طول با هم مساوی باشند . زیرا که اگر 1= 48 مجموع ثابت دو | ا کک 
4 د ٤‏ لااعه 8 ما ۂ a e a‏ ج ت 
طول‌متغیر × و و باشد(شکل در رابطه أخير + تغيیرات مياه مص | ‌ 
ر شرب متغبر لر× دارد و هرچه × بزرگترشود ٥1‏ کوچکترخواهدشد ؛ 
۷)» عمودی که أز 8 بر A8‏ صرب رر : 
9 مشه ۳ سود ٤)‏ ده ق که 
اخراج شود تیمدادرةٌ بەقطر دس Mla‏ وی ٣ it‏ می سود کa XY¥Y‏ ماکزیمم ود ی ودی × 9 
۸8B‏ ادر قطع می‌کند و ا باهم مساوی شوند) 
H‏ ۸ ۸ قضیه ‏ ۸ و۸ دورترین نقاط بیضی اذ مرگ ز آن › د 8 و 8 
MH'=xy e‏ + ت که SD‏ ترین وی 2٠‏ 0ر ر 


نزدیکتر ین نقاط بیضی به م رکز آنند. 


می فہک بز ر گتر بن‌مقدار M۴٤‏ وقتی است که ۴ و نیمدا یره واقع برهان - هر گاہ ۷ نقطه‌ای از بىضى غىر از ۸ › ۸ ›8 ‹ 8 


شود ودران صورت × ,. 


B 
) کک‎ : M1 ۴۴° باشد (شکل۹)»› درمثاث‎ 0 
N. کو چک است :از‎ MOG La Yl سطس( 11 هر گاه در مثلئی بكضلع امت باشد و دوضلع دیگر بفسمی‎ 
A ولا مہ چر اسن ار و‎ 


A‏ تەر کی که محموعشان همواره 


ے2 اد + و 

تصه محمو م در بعسی 
e e‏ ل 
mo< MFEMF _, C B‏ شکل ۹ 


٥‏ ضلع ثا بت » وقتی کو چکتر بن‌مقدار 
شکل ۸ را خواهد داشت ( مینيمم خواهد 


۵0 
دس فاصلة هر نقطة مضی › از مر کر مضی » کو چکتر است از ۾ » 
کر وکل کد ا۷ ر ےھ ا مط هود کور أن صروت ان فاا 
مساوی 4 است . 
انیا در مثلث ۸۴۴ ) میانة 10 وقتی کوچکترین مقدار را 
حادز می‌شود که داشتەباشىم: M éw « MF—=MF‏ ر B‏ ا B8‏ رار 
کرد س اء ا دیزی اط چے ےه 
٩‏ دآسهای بیضی - هما نطور که دیدید » دو قطر ۸۸ و 
BB‏ را دو مور . می نامند . ۸۸ که ازدوکانون ھی درد محور 
بز ر گک ا محو ر کانو نی و 88 که عمود بر محورکانونی است محور 
کوچك نامنده هی‌شود . ۸ و 4۸ دو راس محور بزرگت و8 و 8 دو 
CL NO SEO TE as‏ 
(۲ نما ش می‌دهند . 
بین طو لېای دو محور بز رگ و کوچك و فاصله کانونی بیضی این 
رابطه برقرار است 
(شکل )٠١‏ : 
BF'— OB'+OF'‏ 


Se 
واز آنحا:‎ 
b= Vaîze 


٥‏ - خروج از 


١٥١ شکل‎ 


مر کز بیضصی ۔ خار ج 
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۱۵ 


را > که به € نما ش می‌دهند» حروح ازمر کز بضی می نامند؛ 
€ همواره آر ١کو‏ چکتر اشت روفاك می‌توان ا سی تحعیق 
کرد 8 هر گاه در ىك مضی f:‏ ا ت اشک ¢ اا حای کا نو نپا درروی محدور 


بزرگك تغییر کند » بعنی 6 کوچك و بزرگت شود » شکل بیطی تغییر 


ا ا @ھ C=‏ »دا : 
هنگامی که ١‏ €› عنی ۱ و c=‏ دارم 
هه = "م — b= 4 a‏ ¢ بعنی نای تمك یل به بكقطءه خط می شود(هحور 


وهنگامی که ۵= على =6 › دارم : ۾ =طء عنی ہی 
تىدىل بەدا ىرە مىشود . 

س وقتی که خرو ج از مر کر از ١‏ تا صفر تذزل کند بیضی از 
بارەخط مستقیم تا دامره تغسبر شکل می‌دهد (شکل ۱۱). 

١‏ دایره‌های مھم در 


بیضی : 
الف۔دا ير ةهھادى-دا رای 


كە مرک ان ا از دو کانون 


ضی و شعاعش مساوی ۲8 »› عدد 


۱١ شکل‎ 


ا بت ىصضی ¢ باشد دأ رة هادی 


بیتەی ئامىدە می‌شود . س سی دارأای دو دادر هادی أست 5ه تم ممت 
به مر کز © قرینةٌ یکدیگر ند ویکی رادار هادیکانون ۴ و دیکری 


1 
khosro11۵Y =‏ 
| 
| 
را دادرة هأدی کانون HF‏ می ناهند . 


لبا ے دايرة اصلی ‏ داەرهای راک هر دزشس مر کز اسصی وشعاعش 


4 نصف عدد ابت ضی »> باش دایرۂ اصلی بیضی می نامند . 
N۲‏ شعاعهای حامل - دو دار خطی a5‏ س هر وه دہصی و 
دو کا تون أك ر سم همی شود› شعاعہای خاھل ان زقمله ئا ىاه می شو نٹ . 


2( 
| 
ا e2 g3 A‏ ا "5 م 
ج ي ب وي ا 2 سے 
4 7پ e‏ سی ب ن ا ر 


Ta [‏ ا راس 
ددر ۶ ررر ۱۳ - محاسية طول شعاعي‌ای حامل - فرض می‌کنیم که 


مور های مختصات در 


باشد» یعنی × × بر 

BByy ysAA 

ES 
اکر ۷ بت تل‎ 


s F(c 9 o)‏ (ه F(—es‏ اس ٤‏ دا 
MF '—(x+ce)'+y'‏ , 


و از ا 


رم 
MF'—=(x—ece)'+y'‏ 


MF"—MF'=(x+ce)T— (x —c)'=Fcx 


(١) 
, (¥) 


رد رر رر | 
و 
۲ ا 


ا 


MFT—~MF'—=(MF +-MF)J(MF —MF) 
—ra(MF —MF) 


و جون 


را طه )۲( به ان صورت در TT‏ 
ra(MI' —MF)= fex‏ 


۲ ۴ 
MF—MF= ا‎ 


MIF +MF =a 


از عار قی دارم 2 


حال از کد 8 تەر دق دو را بطه ا خر طول شعاعہای حامل MF‏ 


MI 9‏ جہن وا س میا وک : 


اھ ةوج دارم : JS) MF >MF‏ ¥\( <« 
واا که ۰>× » دارم : MF > MF‏ ؛ و در ھر حال با 


تو جه به ا همىشه x <a‏ ( جرا ؟( ( مقاد ری a5‏ از دو را طه دوق 


برای MF‏ و MF‏ دل سس می | ید مستت ا . 
: 8 3 

ت ۹۴ معادلة بیضی - فرض می کنیم که محورهای مختصات بر 
رهای امضی منطق باک E‏ ¥\( رای ددست a‏ واوا 


« بعی را رطه ان طول 9 عرص هر نقطه ¢ کاقی است که مقار 


ا د 


ی 


یکی از شعاعپای حامل مضی را در بکی‌ازدو راط ۱ (شمارۂ ۱۳ همین 


-\AF- 
: فصل) نقل کنیم » تتیجه چنین می‌شود‎ 
(a4 )'= (x+-e)"+y' 
حال اکر کر اترا را به قوه برسافیم و جمله‌های متساوی را از‎ 


دو طرف حذف کنیم و مخرج طرف اول را از بين بمردم به أن نجه 


: می‌رسیم‎ 
af +c'x" =a" x" +a"c' +a"y" 
af—~a'c'=a'y'+ (a'—c")xî : يا‎ 
a'(a'—c"J)=a'y'+(a'—c")x' : با‎ 


که می توان نوشت : 
a'b'=a'y'+b'x'‏ 
أكون اگر دو طرف را بطه احبر را ر "ظط a‏ تعسيم کنیم» معاد له 


ىى ر4 ا صورت رذسن می | ید : 


3 y 
af THT 


۵ ي می‌توان ثابت کرد که اگر مختمات نقطه‌ای در 

را طه a‏ م کدوە را5 آن‌نقطه 

در روی يك ضی بە‌محور بزر گك 4 و محور کوچڭ ط۲ واقع است . 
در حقیقت أبن رابطه را می‌توان چنن نوشت : 


b' 
y= (a x ( 
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E Ta 


|x| <a 
F و‎ F۴ › M از روی مختصات اط‎ lı MF’ s MF انون‎ 


: از أن اد می‌شود‎ a5 


C و ۴ دو نقطه از محور ×ھا بەطول‎ ٣۴ به فر ض ا که‎ ¢ (1¥ e 
: حاب ھی کی‎ « c= aþ" و €“ ااشنكو‎ 


b" 
MI = y'4 (x—e)'= 7 (a'— x") (x — e)" 


ah 1 ۲ 
„PD a —b'x"+a'x'{a'c"—Ya'ox 

۲ 

a 


_ (a'—bx'+-a(b'+e")— Ya"ex 
ISTE 
a 


1. 
__C XxX +a —a'cx 
 & T@ ~a ex 


_ )4 -e×(" 
a E a SE 


aُ 


=) a ۲گ‎ 


MF—a—$& 
a ا‎ 


cx 
)8 < (زیرا چون > |×| »› علامت × هرچه باش‎ 


و به طرق مشابه نجه می‌شود : 
که حاصل‌جمع این دو شعاع حامل : 
MF+MF =a‏ 
عنی M‏ روی بمضی است‌که کانونپای آن ۴ و ۴ و مقدار اش 


۾ أست . 
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€ صو پر دایرہ 


۶ - قرارداد د هر گاه بضی (8) و داءرة اصلی (۳) به قطر 
AAَ‏ را رسم کرده محورهای ای را ٤‏ چنانکه در شکل ۱۳ د یله 


می‌شود » محورهای مختصات اختیار کیم و از هر نقطة مانند 61 اذ بیضی 


شکل ۱۳ 
خطی عمود :ر × × بکشیم تا دایره را در نقطة ,1 قطع كند»› ıM,‏ 
M‏ را که دارای بك طولند دونقطة متناظر با دونقطة همطول 
می ناهند . 


,1 از دایرۂ اصلی نقطةٌ نظیر ہا حمطول 1 از بیضی است و ۷ 
از بیضی نقطة نظیر با همطول ,1 از دایرة اصلی است . 


س 


‘AY 
قضیه - قددمطلق نسبت عرض هر نقطه از بيضى بهعرص نقطه‎ - ۷ / | 
هم‌طو لش از دایرة اصلی مساوی 2 ( نسمت محورهای سضی ) است‎ 
¥ را × و و ومختصات ,0 را ×و‎ M1 برهان - اگر مختصات‎ 


بناهيم (شکل۱۴)ء (بدیپی‌است‌که × هر دو کی است) » چنین خواحیم 


واشت : 
ٍ ۲ َ ّ 2 
معادله سی : اک ا ا )۱( 
مادلة دادره : "و = "¥ + x‏ 
YY x xî Y¥'"‏ 


چون طرفپای دوم دو رابطةٌ ۱ و ۲ یکی است » ترجه ھی گیر رم 


که: 
م ا = 
و بس از استخراج جذر: ےےل > که می‌توان ,رحسب قدر 
مطلق چنين نوشت 
2 
Y| a‏ 


بخصوص اکر دو نقطۀ هم‌طول هردو در بك طرف ۸۸ باشند › 


کت ا ور ,¥ 
مثبت است و خواهیم داشت : ن YT‏ 


® A 

۸ - لقصیه ‏ تصو یر دایره درهر صفحه‌ای که برضف دایره عمود 
یا با آن موازی نیاشد بیضی است . 

إرهان - فرص می کنیم YER‏ تصو در ا ا دایره زاو به 

سازد . جون تصاو ر وك شکل در رو ی صفحات هتو ازی مساو شد 4 ا 


خود جابجا می‌کنیم تا بر 
EET ET‏ 
مشر ك صفحة دا بره باصفحة 
تصودردرا ۸۸ (شکل ۱۴) 
و فطر عمود بر فطر A۸۸‏ 
دا B8‏ میتامیم و8 و ,8 را در 8 8 تصویر کردہ ثابت می کن 
که مکان تصاوور نقاط دایره»› بضی است که محور بزرگ آن ۸۸4 و 
مور چک 88 اس : 

دوقت اگ قط ری ا از دارو راد ۷ ر ا 
۴ تصویر کنیم د 1)8 را موازی8,0 پعنی عمود بر ۸4 بکشب » 
MH‏ نز با 80 موازى مىشود ودومثلك 1¥ M1‏ و 8.08 متشابېند 


٩۴ شکل‎ 


MH BO ٍ 
MH 7 BO 
B,O 
() MH=MHx AS : بعنی‎ 


A Aدادتما‌هرىاد‎ EY می نامہم‎ blر‎ BO, a lڍ‎ B,O حال‎ 


را محور ×هاو مداد BB,‏ را محور ¥ ها د مختصات M,‏ رأx‏ »¥ 
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فرض می کنرم . همچنین در صفحه تصوبر همان امتداد ۸ 4 را محور 
×ھا و امتدأد 8 B8‏ را محور وها می گیر یم و مختصات نقطه ۷1 را × و 
۱4 می نامیم ؛ وه أن رقمب : OH—=x‏ د .HM—=y s HM =Y‏ 
اکون هغادله دایره را هی نو سیم 
x" Ya"‏ )۰( 


MII=[Y|=|y|x Eb 


ا مقدار را در ما ١‏ قرار می دھیم 


4َ 
x+y" X pîa’ 


حال Ê‏ دوطرف رارطه اخىررا در 4 تسم كليم حاصل می‌شود: 


بطوری‌ که می بینید × و ر بعنی مختصات نقطه 1 » تصو بر هر نقطه 
دأ یره » در معادله بیضی صدق می کنند » پس تصوبر دأیره ببضی است . 

مور يزرک این سضی تصور قطری از دایره ست که با صفحه 
تصوبر هموازی است و محور کوچك » تصوور قطری است که ر ا فطر 
عمود اشد . 

واضح است که درصورتی که صفحه تصور با صفحه دایره موازی 
باشد » تصو بر دابره با خودش مساوی است »› بعنی دایره است. ودرحالی 


که سد تصو در در صفیحه دایره غمود باشد» تصو در دا دره خطی ست راست. 


ا 


۶0( 
۹ ي 1 / 
َ و 
24 


زتحة ۹ د در شکل ۴ سے سد 5ة : 
B,B=V BO" — BOZ Va'—b'‏ 


س BB‏ مساو ی ےی فأاصله کا نو نی اہی صو در دادره ست 


mh 
r 


OD TE‏ ەه 9 ۶ 4 ان ا 
e‏ ر ma‏ دصو در باشد واضح است 


C b 


gna gg «ga aS 
a a 


C ۵ 4‏ 
أمادر شمار اهمس صل و که راخروج ازمر کزمی امند. 


پس حروج از ەر کز بیضی مساوی است با سینوس زاوی بین‌صفحه بیضی و 
صا دا یر های که بیصی مفروض تصورر آن است “ على : 
gin @‏ = 

هنکامی که 0 = a‏ باشد > ١‏ =۴ وہ=( است و صو در دا ( 
بعنی بی ؛ تىدیل به يك خم هی‌شود و هر گاه و سب باش ٥۲‏ = م 
و تصوبر دایره بر خود أن منطبق و بیضی تبدیل به دایره خواهد شد . 
E‏ بحئی که در شمار؟ ٠١‏ همین فصل دربار؟ شکل بی 

[ ر چ ر مرد کردم تأ بيد یدود : 

رار 2 2 نتىچة۳_ می‌دانیم که مسا حت تصوەر هر شک هساوی است اا 

حاصل ضرب مساحت أن در کسینوس زاویة بین صفحه شکل و صن 


صو در » س : 


rab‏ ہے . X eas a =z TA X‏ فسا ن دادره > مسا حت سصی 
مساحت بیضی مساوی است با حاصل‌ضرب ۸ در نصف محور بزر کک 
و در نصف محور کوچك . ۰ 


نتیجة ٣‏ دایره‌ای‌که بیضی تصویر آن است مساوی استبا دار: 


لايك ومحر وطات 
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ا 


اصلی سصی ٤‏ وى صفحه‌اشس r ١‏ می زاو نه‌آی می‌سازد که اون 


bb 
: ائىت: س می توان گفت‎ 0 


بیضی تصو بر دایرۂ اصلی خود است » هنگامی که این دایره را 

یه اندازة ا در حول محور بزر کت بیضی دور ان داده‌باشند. 
a‏ 

بنابراین هماس بر ببضی › تصوبر هماس بر دایرة اصلى و قاطع 
سای دصو در فاطع داره اصلی ست وفتی a5‏ دادره اصلی به آنں ازم a‏ 
در حول محور بز رگ سصی دوران کرده باشد . 

با استفاده از این نتیجه می‌توان بسیاری از مسال هر بوط بهبیضی 
را بەكمىك هسال هشا به أن در دادره اصلی حل کرد 


د دآخل و خارج می 


د بيضی صفحه را به دو ناحیه تقسم می کند . ناحيۀ داخلى 
با داخل بیضی شامل کانونها و هر کز سی است . هر نقطه مانند ,۷ 
(شکل ۱۵)-از این ناحبه چنان است که اگر از ۴ ( با ۴) به آن 
وصل کنیم روی پارە‌خط ,۴۷1 ( ا ۴M,‏ ) نقطه‌ای از بیضی بافته 
نمی‌شود . 

اما ناحية خار جى با خاد ج بیضی جنان است که اکر از a F‏ 
یکی از نقاط آن ناحیهء مثلا > وصل کنیم پارہ‌خط ,۴۸ حتما بیضٰی 
را در بك نقطه قطع می‌کند . 


ت م 
2 ر2 خر رر 


0 ا۶ے 


رر ي 
ر = 
٥‏ - لقصيه - مجموع فواصل هر نقط داخل بیضی از دوکانون › 
کو چکتر است اذ ۾ و مجموع فواصل هر نقطة خارج ببضی از دوکانون › 
بز ر گتر است از ۾ , 


برهان - اکر ,1 نقطه‌أی در داخل ییضی باشد ( شکل ۱۵ ) » 
امتداد ,۴۷1 بیضی را در نقطه‌ای ما تند MH‏ قطع می کند بطوری کم ۷ 
بین ۴ و 8 می‌باشد . در مثلك [M۴‏ : 

MF <MF +MM, 

حال اگر به دوطرف این نامساوی مقدار 1)۳ را علاوه کنیم » 

: خواهیم داشت‎ 
MF+M FEF <MF +(MM,+M,F) 

واگر به جای مجموعداخل 


7 
دراتتزحاصل ان MF‏ ٤را‏ قرار 


DE 


دحيم > طرف دوم می‌شود ۲8 يس: 
MF+MF <a‏ 
هر گام N‏ نقطه‌ایدرخار ج 


شکل ۱۵ بیضی باشد » با استدلالی شبیه به 
| نچه برای قسمت قبلی گفتیم » دارم : 
NF+NN>NF‏ 
NFHNNHENF)DÞNFH+NF :l‏ 
ا : NF+NF>a‏ 


س 


® و اصن دادر ة هادی CEREE‏ 


۹ تعر یف فاصاة نقطه ازدایره ‏ هر گاه از بك نقطه ما نند 


M‏ به مر کز دایره وصل کنیم ۾ خط واصل داه رأ در دو نقطه فطع 


مي کند. فاصلة 1⁄1 ازقزدیکتر ینن نقاط رافاصلة 1 از دایره می نامیم. 


ذرریر رر ر۳۴ - قضیه - هر نقطه بیضی » از يكکانون و از دایرة‌هادی‌کا نون 


د یکر ډه یګ فا صله آست . 
برھان ‏ هر گاہ ۷M‏ (شکل )١۶‏ نقطه‌ای از بضی و(€) دار 
هادی کا نون FF‏ باشد وشعاعی که در M‏ می گذرد دايرة (C)‏ رادر (Pp‏ قطع 


و »> در سصی 


۴ ر‎ 
ر‎ MF+MF =a 


وودد کا 

Mp +MF = a 
: در نجه‎ 

۶ شکل‎ MF— Mp 

بعنی فاصلةٌ M1‏ از کانون ۴ مساوی فاصلۂان از دایرۂ هادی کانون 
وا ات د 

نتیجة۱- هر گاه از نقطة غیر مشخص 9 واقع بر دابرةٌ هادی ۲ 
بە‌کانون ۴ وصل و عمود منصف "۴ را رسم کیم تاشعا ع ۴p‏ را در M‏ 
قطع‌کند » [M1‏ نقطه‌ای از بیضی خواهد بود . 


۶۴ 


ان نتىجه را می توان برای رسم سی بکار درد . ( شمارة l3‏ 
درهمسن فصل سشد) 

نتیجة٣‏ _ ا استفاده از قضة فوق و نجه 3 9 ا وجه يها نکه 
دایره‌ای که به مر کز M0‏ و به شعاع ۳ رسم شود بر 9 هی گذرد و در 


ڳ بر (€) مماس ا سصی را می‌ توان به این دوصورت تعر یف کرد : 
اول ہے بیضصی مکان هندسی نقاطی است که از يك دایره و يك نقطه 
ثابت داقع در درون آن بهيك فاصله باشند . 
۵م بیضی مکان هندسی مراکز دوایری استکه بریك دایر ابت 
مماس باشند وحمواره بر نقطه ثابتی که دد ډاخل آن دایره اسټ بګذر ند. 
آن نقطة ثارت يكکانون و مرکز دایرة ثابت نون دیگر و شعاع آن دایره 
عدد ثا بت بیضی است . 


(c‏ ۴۳ - دسم بيضی به كمك 
دایرة هادی ‏ اگر )٤(‏ دار٤‏ 
ھادىىكى|ز کا نو نپای یضی» مثا" 
کانون ۴ › باشد (شکل ۱۷)ء از 
۴ » کانون دیگر » به بك قط 


ت“ 


شکل ۱۷ عبر مشخص 0 از آین دأىره وصل 
می کنیم و عمود ھہ منصف ۴ص را می کشیم تا و۴ را در ۷ قطع کند . 
هما نطور که دیدید ( نتج ١‏ شمارة ۲؟) > 1 بك نقطه از بضی است . 


4 
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se 


۶۵ 


م راکه تغییر دهم د کے کی ات 

۴ دسم بیضی به كمك دایرۂ اصلی ‏ دو دایرة هم مر کز 
به قطرهای ۸۸ (یعنی ۲۸) و 88 (یعنی ۲۵) رسم می‌کنیم (شکل 
۸) . از 0 شعاع دلخواه ,001 را می کشیم تا دایرةکوچکتر را در ۸ 
قطع کند . از ×۸ خطی موازی 
۸۸ و از M1,‏ خطی عمود بر 
آن رسم می کنیم تا بکدیگررادر 
1 قطع کنند . ۷ یکی از نقاط 
سی است » زرا که در مثلث 
M,OH‏ : 


با تغییر شعاع ,01 » نقاط دیگر بیضی بدست می یند . 
۵-رسم بیضی به وسیلة نو ار کاغنی - هر گاء ۸۸ و88 


(شکل ۱۹) محورهای بیضی باشند » نواری از کاغذ اختیار می‌کنیم و 
طواپای MK‏ و MEH‏ را بترتىب. 
مساوی ۾ و ظط بر روی لبه آن‌جدا 
می کنیم . به آین‌ترتیب نقاط ۷» 


H‏ و & بر روی لبڈ نوار مشخص 


می‌شو ند. آنکاه نوار کاغذراچنان 


شکل ۹ 
درروی صفحه جا را می کنیم که ۴ و & بتر تیب بر محورهای بزر گت و 


۳ 


khosrp 11۵۲ 
۱۶۷ ررر‎ J : ٠ EF 


سهد سے بے 
~~ ست سے 


کوچك حر کت کنند . در أ ن‌صورت نقطه 1 روی سضی منظور جا بحا < 2 
راع کد لل ان ایر آن امت کاک ار 0 حل ما E۷‏ ۱ 34 
٤‏ ۰ 7 * 1 3 
رسم کنیم تا عمودی‌راکه از 11 بر 44 فرود می آید در ,11 قطع کند, ۱ چ 
x ۰‏ 1 
کل 0K MM,‏ متوازیالاضلاء است و 6= 0M,‏ ؛ در مثلت KA‏ 
8 4 کر K^‏ 
OM,‏ خط HM‏ موازى 0M,‏ است › پس : NS‏ 
) 32 کر ر 
NM HM HM b‏ ا ١‏ 
NM, OM, KM a‏ و ا ۱ ا ١‏ 1 1 
ٍ‌ س 1 
أما ان M,‏ دا دروای‌است بە‌مر کز 0 و به شعاع a‏ ؛ دس هکان ۰ M‏ 1 
I yl‏ » ۱ 
M‏ ىسى ا ان دادره ¢ داره اصلی انه AA‏ و BB‏ پیر تت ٠ J ٤‏ أ ۹“ 0 
سے : f‏ 7 ۰ م ۴ سر م ت 5 
مور دزرگی 3 محور کو جك ان می داشند fel‏ نإ در , ٤ n‏ ص 
لا رل لم س 
! 1 ۵ 
ز _ اطم و مماس و تام Gt‏ ا ا 


ون دا و ھادىكانون FH‏ مماس اشد . حل | ىنمسلەرا در س o‏ ب 
۳y‏ تہ لک حط و گاه خملا A‏ دای 
تعيين فصل مشتر بیصی - ہر ل چان بخش اول این کتاب) دیده‌ا یں ؛ در اہنجا بكار ویگر راه 
را در نقطه‌ای مانند ۷ قطع کند (شکل۲۰) » داره‌ای‌که به مر کز ۷ | 
حل آن را ذکر می کنیم : 


و شعاع MF‏ رسم کنیم در 0 ر دا رة هادی کا نون ۳ مماس خوأهدږد. 


E e HE 


بر ۴ و قرىنە‌اش & تست به ۸ » دابرة دلخواهی می‌گذرائیم تا 
دابرة هادی کانون "۴ را ودا و 0 قطع كند؛ وتر مشترك CD‏ را 
امتداأد می دهیم تا امتداد K۴‏ را در ۶ قطع کند ( ۶ تست به دایرة 


بعکس » نقاط تقاطع ۵ با بیضی »› مراکز دوایری هستند که بر 
کدرتهو پر دار عاد اون هاس اشد . ) 

اما ابن دوار بر & »> ذر ین ۴ نسبت به خط ۵ › نیز می گذر ند 
(زیراکه مراکزشان بر خط 4۸ است)؛ پس برای تعن نقاط تقاطم 4 و 


می کافی است که مرا کز دوایریرا بدست اورم که یر ۴ وK‏ بکذرند 


هادی و دادره اختىاری و دوایر ی که می خوا هيم رس كنم دارای قوت 


ا از ٣‏ دوممای Pp Pp‏ را در دادرة هادی رسم کرده از Fٌ‏ به 


_\ FA 


Pp‏ ول وصل می کنیم ( با عمود منصفپای ۴٣‏ و ل٣‏ رارس می کنیم ) تا 
4 را در ۷ و 1 (نقاط تقاطع 4 و بيضى ) قطع كنند . 


e‏ ا بحث- سه حالت ا است اتعاق أفتد: 


اول  -‏ » قرمنةٌ ۴ نست به ۸ › داخل دابرء ھادیکانون ۴ 
ات یا که در گاا وو کا در اکل دای‌ای اد هدا 
فی توان دو دا ترو برا یا حروږ داد که پرا ن وا رة جمایاشة » (قمارة 
٥‏ از فصل چہارم بخش اول این کتاب) » عنی: 


هر اه قر ينه بك کانون نسبت به خطی در داخل داررۀ هادی کانون 
دیگر باشد» ù‏ حط بیضی را در دو نقطه قطع می‌کند . 


دوم نقطه & روی دایرۂ هادی کانون ۴ است . در این حال 
نقطة ۲ وبنابراین قاط 9 و ل بر & منطبقند وخط 4 با بسضیفقطيك 
نقطه مشترك دارد که روی شعاع ۴ قرار دارد › و می گو یرم که خط 
۵ بر سضی مماس است . 

ازروی تعریف مماس نز به‌همین تتیجه می‌رسیم . زبرا گر قاطع 
4 در حول 1 دوران کند تا 1 به 1 نزدیك شود» 9 هم‌به 9 نزديك 
خواهدشد وسرانجام » وقتی که خط ۸ | نقدر در حول 4 دوران‌ کندکه 
M‏ بر M1‏ منطبق شود › بعنی قاطع درحد بر بضی هماس شود › حم 
بر 9 منطمق می‌شود و نقطه & نز » که حمواره بین 9 و 9 است › بر 


9 قرار هی گیرد › پس : 
شرط لازم وکافی برای آنکه خطی بر بیضی مماس اشد این‌استکه 
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۶۹ 

قرينا يك‌کانون نسبت به آن خط »› بر روی دابرۀ هادی کانون دیگر واقع 
شود . 

دراین حال نقطة تماس» محل تقاطع خط است تا تاع ھر در 
دارة فادرا وھد د کاارن دنگ سے هط وصل فی د( شل 
ك 

سوم نقطةۂ & فر نة ۴ سمت به خط 4۸ خارج دار هادی 
کانون ۴ است . دراین‌حال خم 4ھ با سضی فقطة مشترڭ ندارد (چرا؟). 

حالتخاص ۔اگر خط ۸ بر بك کانون بضی بگذرد ء دایرۂ 
هادی همان کانون راء در م و و قطع هی کند ل ). حال اگر 
از کانون دیگر به 9 و 9 وصل کنیم و عمودمنصفهای خطوط واصل را 
بکشیم تا ۸ را در ۷ و1 قطع‌کنند » ۷ و11 تقاط تقاطع مطلو بند 
زمراکه از بك‌کانون و دایرة هادی کانون دیگر به بك فاصله‌اند . 

نتیجة ٩‏ - قرینه‌های هر کانون ۸ 


بیضی نبت به خطوط مهاس بیضی › 
در دابرة هادی کانون دیگر واقعند . 


یا به عبارت دیگر » دایرۀ هادی هر 
کانون» مکان هندسی قرینه‌های کانون 
دیګر نست به خطوط مماس است . 

F واقع در داره هادی کانون‎ p 
› شکل ۲۲ ) بە‌کانون ۴ وصل کنیم‎ ( 


عمود منصف ۴۳ بر بضی مماس است 
د نقطة تماس ٤‏ نقطه سر ا ماس 


(Yo 


تبجا مما ر يض زاو په بين يك شعاع حامل نقطه تماس و 
امتداد شعاع حامل دیگر را نصف می‌کند . 

زرا که اکر ۵ ( شکل ۲۲ ) خط مماس و س قر نة کانون ۴ 
نست به ۸ > و M‏ نقطه تماس باشد»؛ سىەتقىلە ۴ › p> M‏ بر كا متداد ند 
و در مثلث متساوی|لساقین ۴M"‏ » ھ» عمود منصف قاعده» تمساز زاو به 
ر 
راس ا ۰ 
هر منحدی ٤‏ خطی ات که 
وان نةه بر هماس همان تقطه 
عمود شود ؛ در شکل ۳ < MN‏ 

قاگم بر بیضی در هر نقطه ء 
نیمساز زاویه بین شعاعهای حامل 
آن نقطه است . 
5ة ئىمساز زاو به د بك شعاع 


FU {Lh 


۸ - قضیه - تصویر هر 
کانون بیضی برروی هرخط مماس 
بر آن » رزوی دار6 اصدنی و اقع است. 


شکل ۲۳ 


حامل وامتداد دیگری ایت عمود_ 
ھے اد ( کل ص 
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ر ا 


ا 
ا کے 
سے 


س 
ا که 
اہ چ 2 


ا 


برهان - چنانجه ۸ خط 
سے ور کے اک ( کل ٣۴‏ 
وکانون ۴ را بر روی آن در ٤‏ 
ا كنم وقرینه ۴ را نسبت به 
آنخط م بنامیم و از 0 به ۴ و 
از ۴ به ¶ وصل كنم > درهثلٹ 
۴۴ خط 0۴ که ازوسط بك 
ضلع به و سط ضلع ا شده است » موازری است با س ۳ و مساوی 
است ا ا 


Gp 


شکل ۲۴ 


»> دس ٤ Ol =a‏ لع ی ۳ روی دا 


اکر FB e‏ ار دادر ۵ اصلى عمودی ر خم EF‏ اخر اج کنیم | و 


نر دہ ی ھج اس ا زوراکه |5 ر ار FHF‏ ده کر نه F‏ تسہمت ده عمود 


مذکور وصل کنیم » طول خط واصل دوبرایر 0٤‏ پعنی ھ۲ است > 
TT ETE‏ 

مطالمی‌را که گنذشت وان ا 2 پان رد : 

مکان‌هندسی تصاو یر کانونهای بیضی :رروی خطوط مماس بر آن ء 
,دایرة اصلی بیضی است . 
درا ۵ ۲۹ - قضیه ‏ حاصل‌ضرب فاصله های دوکانون یضی .از هرخط 
مماس بر آن ء مساوی است با مقداد ثابت "ظط (مر بع نصف محور کوچك). 

برهان ‏ هر گاه 4 » خط مماس بر سضی » دارر: اصلی‌را در ٤‏ 
و8 قطع‌کند (شکل۵؟) › 5[ و £ تصوبرهای ۴ و ۳ برخط مماسند 
امتداد 8۴ و ۴۴١‏ دابرة اصلی‌را در 6 و 6 قطع ہی کنند و از قائمه 


و دن 8 نتیجھ می گیر یم کھ ٤'6‏ وھ دايره می گذرد؛ جول دو مثلٹث 


hh 
بنا براین‎ TE =FG: مساو شد ( جرا ( ‘ دارم‎ OFG; OE Fٌ 


بتر تیب هی توا نیم نوسيم : 


۲ ۵ شکل‎ 
FE.FE —=FE.FG 
—= FA.FA 


= (a —-c)(a+c)=a'— c= þ" 


(چرا ( 


ج ۔ مساثل مر بوط به خط مماس بر یضی 


١ 
۲ مسئله - درسم مماس بر بیضی از نقطة ۲۴ ۔ اول اگر‎ ۴۰ 


روی بیی اشد ٤‏ شعاعہای حامل PF» PF‏ را وصل کرده ئىمساز 


زأو ده اہن ۴P‏ و امتuاد FP‏ را ر سم می کنیم ( نجه ۲ آز شماره ۶ 


همسن فصل). 
7 
n‏ ثانا گر درحارح إيصی با شد ره مرد P‏ داىره‌ای ر سم 


می کنرم که بود از کا نو نپا مثلا CF‏ ا ( شکل ۶( و دادرة 


هادی کانون er‏ را در 0 و pَ‏ قطع کند عمو دمنصفیای FY >° Fp‏ 


٣ 
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FEHR TEA Cap. 


3 ر 
AF‏ 
۴ 
٤‏ 
ب 


E 

مماسپای مطلو بند و نقاط تماس › نقاط تلاقی أ نہا با شعاعپای و۴ و 
0 ست . 

شرط لازم وکافی برای آنکه بتوان از ۲ دومماس بر بیضی رسم 
کرد این است که دو دایره متقاطع باشند» بعنی بتوان مثلنی ساخت که 
اضلاع آن مساوی قطعه‌خطہای ۴۴ (خطالمر کزین دو دایرہ) ۶۴١‏ و 
شعاعپای دو دا یره باشند مس باد داشته باشيم : 

PF — PF |<ra<PF+PF 


شکل ۲۶ 


اما بآسانی می‌توان تحقیق کرد که نامساوی ۲4>> 


PF—PF 


همواره برقرار است ۾ فد أبن صورت ا شر ط لازم و کاقی وان اد 


ا 
توان ازP‏ ر سصی د9 مماس رسم کرد ان است 5ھ 
PF+PF >a‏ 
بعنی ۳ خارح بیضی باشد . 
۳۹ مسیله _ ر سم مماس لر لبصی دەمو از ات امتدان مەمن- راەاول- 


استفاده ازدایرۂ هادی - اگر ۸ امتداد مفروض اشد ( شکل ۲۷ ) › از 


ا نون امصی » ما۷ 3 > عمودی وان فرود می اورم ۴ دادرة هادی 


کانون دیگر را در 9 و م قطع کند» عمودمنصفپای ۴9 و ۴ مماسپای 


مطاو ند و تقاط تماس ( در روی شعاعپای Fg oF 9p‏ رار داو نك 
مشه می توان دد 


مماس به موازات امتداد 


» هعین بر بیضی دسم کرد‎ e 
۸ 
EE CEI N 


درون دايره بر 4 عمود 
4 ف وده از اورا در 
شکل ۲۷ دو نقطه فطع می کند. 
داه دوم استفاده از دایرة اصلی - عمودی که از یکی از 
دوکانون » مثلا از ۴ » بر ۵ رسم می‌شود » دایرة اصلی را در دو نقطهُ 
FE‏ 8 فطع ھی کنن خطوطی که از ۴ و ۴E‏ بەموازات ھ رم شو ند 
مماسپای مطلو بنك . 


۲۳ - قضیه - خط واصل بین نقاط تماس مماسهای متو ازی در بیضی 


_-۵®¥\~ 
از مر کز بیضی می کذرد و نقاط تماس‌نسبت به م رکز بیضی قرینه بکد یگر ند. 
برهان اکر ۵ و ۵ (شکل ۲۸) دومماس متوازی د MN‏ و M‏ 
نقاط تماس و £ و K‏ قر نه‌هھای 
a IGE OT‏ 
باشند » مئلئپای متساوی| لساقن 
K uslj ys KFK , KMF‏ 


کی 


۲۸ شکل‎ MFK=F KK 
FM Il MF : و در نجه‎ 
FKF=MFK Es 
MF Il FM : و در جه‎ 


ارا قل MFM F‏ متوازىالاضلاع است و دوقطر أن 
MM‏ و F۴‏ منصف بکدیکرند › یعنی MM‏ از 0 »› مر کڑز ی › 


مسر 


ھے کذزو و دږ ان نقطه نصف می‌شود . 
۴۳ قضایای ہو نسله  )٣٣٤۰٤1٤٤(‏ عر اه از نقطه‌ای دو 
مماس بر بیضی رسم کنیم : 
اولا زاوي بین هرمماس وخطی‌که آن نقطەر! بهيكکانون وصل 
می‌کند » مساوی است بازاو با بین مماس دیگر وخط واصل بین ان نقطه و 
کانون دیگر , 
ثانیاً - خطی که نقطه مفروض » یعنی نقطه تقاطع دو مماس » دا به 
بك‌کانون وصل می‌کند › نیساز زاو یه بین‌شعاعهای حامل واصل از آنکانون 
به دو نقطه تماس است . 


س 


هندسه ومخروطات 

برهان - فرض می کنیم که ۴٣‏ و ۴٣‏ مماسہایی باشند که از 
aطa F‏ ر بیطی رسم یو ن( غل )٩‏ . قر بنه‌های ۴ نسیت به آین 
دومماس رأ" و ص می نامیم . 

اولا - می‌خواهیم ثابت‌کنیم که مثا زاوبه‌های 1 ۴° و F” PT‏ 
هساو ند . 

درمثلث متساویالساقین و۴۴ › زاویۂ ۴٣٣‏ نصفزاوہۂ مر کزی 
9 ست س 
FPr=, fy Gs, a 7‏ 

٠ ٥ )در لہ‎ 


شکل ۲۹ 
اھا الكارة زاو نه ما طی Fp p‏ تەر صف فوس Fp‏ ات ۶نی : 


سے ا کے 
PS‏ 


س 
ا FPT= Fo‏ )۱( 


از طرف دیگر اضلاع دو ذاوہة ۴9 و آ۶ ۴ بر ہم عمودند 
e 7‏ 0 ات وور و 0 9 ر خطال رک ی ٣‏ 
عمود است) › پس : FPT =Fyy‏ )¥( 
از مقاسۀ دو ساوی ۱و ۲ نيجه هی گیر یم که : 
FPT=F PT‏ 
ثانا چون ۴۷ بر 1 » نقطۂ تماس بضی با آ۴ »و ٣۴‏ 
در ۷ » نقطة تماس بضی با ۴7 › می گذرد » می‌خواهیم ثابت‌کنیم که 
دو زاو ۲۴ و 9 ۲۴ متساویند . 
دو مثلٹ م ۲۴ و م ۴*۴ کہ نسبت به P۴٦‏ قر نه مکدیگر ند 
متساو شد و در نتحه : 
PF gy = PF‏ 
۴ ۔ زاویة بین دو مماس ۔ ہر گاہ آ٣٣‏ و ٣‏ مماسہاہی 
باشند که از۴ بر یضی رسم شده‌اند (شکل٥۳)»‏ وزاوبة بین | نا 0باشد» 
چنانجه ¶ و 9p‏ فر نه‌هاى 
۴ و ۴ رانست به دو مماس 
يدا کٽيم » چين خواھيم 


ا 


۳۰٣ شکل‎ TPF TPo 


اا 
و TPF =TPy‏ 
اسا ده مو جي قصضه ډو نسله : 


TPF = TPF 


و TPy = TPy = TPF‏ 
بعنی گر ذاویۂ P۴‏ را از 9 برداریم و بەپاقیماندة آن» زاو 


T Pg’‏ را اضافه کنیم در أندازةٌ © دہ سر ى حاص ذہ ی‌شود ؛ خلاصه 
می توانیم چنین بنوسی : 


TPT = (TPT —TPF)+T Py 


— FPT +TPy 
— FPY’ 


ما در مثلٹ ٥۴٣"‏ ( دارم 

Fy’ = PF'4+Py' — rPF.Pgp.0s0 
و ك حای‎ > PF ڌر اس تساوی چول به جای “° مساوی أن‎ 
مقدار 8 را ذرار دأده 80ء را حساب کنرم »> چن خواھ‎ ۴P 


م داشت: 
PF'+4PF'—fa’‏ 5 
cos0= (PF .PF‏ 
چون جای نقطه ۴ معلوم است > طرف دوم تساوی اخر مقداری 
ست معلوم د می‌ توان 6 را از روی حدول نسستپای منلنا تی ار 


٥۵‏ - حالت حاص - وقتی که دو مماس ار ۳م عمود باشند ۔ ور 


e ۹۵۲ 


أ 


a EEN EET, E Ep rjc 


ا 
ا بن حالت ۵ = 0ي و در نجه PFTLPF'—fa—=o‏ »> عى : 
PF +PF "= ۴‏ (۱) . اما اگرم رکز بیضی را 0 بنامیم (شکل۳۰)ء. 


: دارم‎ PFF در مناث‎ 
PF'+PF’'—=PO'+ OF" 


و چون یه حای طرف اول » مقدار ھ۴ را فرار دهیم › حاص 
هی‌شود : 
fa'—(PO'+ eî‏ 
E‏ 
PO'= {a'—c'= a+ (a'—c")=aFb'‏ 
وبالاخره : PO= VaT+ hb"‏ 


. ۽ کے ا“ ( ج 
- وندسے غا که از ۲ نها می آو ان دو مماس عمود یر ھم 
ری 1 مکان ى طی 


ار بیضی دسم کرد › دایره‌ای است که مرکز آن 0 › مرکز بیضی » و شعاعش 
جر مجموع مر بعهای زصف محورهای ایصی ست . ا دایره را داىره مون 


. مى نامند‎ )M 01g €( 


khosro1 1۵۲‏ ت 
e‏ 
& "وAB.AC..0‏ قمر ثا بت ات م کان هندسی رس A‏ حيست ؟ 
۳۲ 
۳ 1 نقطه‌ای است اذ یك بیضی . قائم در بیضی دد ۷[ » محورها 


ر در ×[ و N‏ قطع می کند . ثابتکنیدكە : 
MN Bb"‏ 


مرلن 


3 


یك بیضی با معلومات زیں سازیں ا 


MN ar 
ٍ . يك کانون » يك مماس ؛ ھ۲ د ط۲‎ 1 
ومماس ہر‎ N و‎ N ا 8 ۴ قائم ہر بیضی در زقطْةٌ ۷ » محودها را در‎ ۳ 
6 „ ت ۰ ھا‎ ^ 
: ىك کا نون و سه مماس فم در همان نقطه » محودها را در 'آ' و 1 فطع می ثابت‌ کنید‌که‎ ۳ 
MT.MT — ّ رانو‎ 
e MT—MN.MN . رك کانون » دو مماس و يك نقطةٌ تماس‎ ۴ 
نقطه‌ای از بیضی د ]۴ بای عمودی باشد ده اد 14 بی‎ M گر‎ ٥ ھ۲ ۰ مرکز ؛ دو مماس‎ ۵ 
. مرلن ؛‎ > = 


۲ 


MH e“ 
٤] ]]۔‎ ۸  دینکتباث‎ ٠ فرود آید‎ 


۶ 4 › يك‌کانون › يك مماس . 
¥ يك‌کانون » دو مماس » يك نقطه . 
۸ بك ‌کانون » یك مماس » دو نقطه . | 
٩ہ‏ ب ك‌کانون و سه نقطه . 
0 بك ‌کانون » يك راس مخور بز رگ بك نقطه . 


۱۹ ے از ذوزنقه‌ای بك قاعده و طول اعد دیگں و مجموع دو ساق 


مقد‌اری ست ثا بت 


ور وف اعت 
الف مکان هندسی دو رأس متحرك را بدست آورید . 
ب ۔ مکان هندسی نقطة تلاقی دو ساق دا تعیین‌کنید . 
ج مکان هندسی قط تلاقی دو قطر چیست ؟ 
۴ ہے کد یلان ضلع B8)‏ ابت است و مقدار حاصل ضرب 


٩‏ مقصود از ساختن يك بیضی » يا يك هذلولی > بدست آوردن دو 


mm - - = 


کا نون وعند ا یت ه۲ أست . مقصود أز ساختن سهمی ددست آوردن کا نون و 


۹ 

خط هادی است . 
برای ساختن یك بیضی › یا یك هذلولی یا یك سهمی › باید پنج شرط | 
داده شود . گذشتن مقطع مخروطى از يك نقطه بمنزلة رك شرط است . 


ھە چنيین داشن ك مماس ۳ حروح اھر 5ا E‏ ك مجانب (درهذلو لی) 
دمثز له بك شر ط است . اما داشتن بك کانون. با یك هادی ا فر 4ا 
مجانب (دد هذلولی) هر یك بمثابة دو شرط است . 


فصل سوم 


هدلول 
آلف ۔ے مقدمات 


١‏ عرف - هذلولی مکان هندسی نقاطی است از يك صفحه که 
تفاضل فو اصلشان از دو نقطه ثابت واقع در آن صفحه» مساوی مقدار ثابتی 
اشد . 


دو نقطۀ ثابت را دو کانون هذاولی می‌گویند و معمولا آنا را 
به ۴ و ۴ تماش می‌دهند . مقدار ثامت را به ۲۵ هی نمایند و أن را 
عدد تا بت هذ او لی می‌خوانند . فاصلة سن دو کانون را فاصلة کا نو نی 
هذلو لی هی نامند و به ۲۲ نمایش می‌دهند . اگر 1 نقطه‌ای از هذ لو لی 
باشد (شکل )١‏ › از مثلث M1۴۴‏ کہ درآن هر ضلع بزرگ: 


حر ست ار 
تقاضل دو ضلع ویک 
و ضح می شود که aT YC‏ 
وا a<ce‏ : 

هر.گاه M‏ یه کانون 


( و اشد‎ F 


0 
Hi 
z۴ 
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. aa hap Rg , 


_ رټ‎ 
a r 
© ر‎ 


E 

. MF— MF =a «cıشlı‎ رiكaaji‎ Fa: و اکر‎ MF —~MF =a 

MF‏ د MF‏ را شعاعهای حامل نقطة 1 می گویند . واضح 
است که ابن دوشعاع حامل می‌توانند هر مقدار بزرگ را احراز کنند» 
وس بر روی هذلولی نقاطی می‌توان باقت که سار دور باشنك . 

۳ قضيه هذلولی دارای دو محور تقارن عمود بر هم است که 
یکی ۴۳ و دیگری عمودمنصف آن می‌باشد , 

برهان - فرض می کنیم که 1 روی هذاولی باشد ؛ ,1 ور نه 
ان دا نسبت به ۴۴ پیدا می کنیم (شکل ۲) . چون ۴۴ عمود منصف 
MM,‏ ست « MFM, ting‏ و M۴ M1,‏ متساوی|لساقینند و دارم : 

MF =MF ¢; M F=MF 


MF —MF=MF —MF= EE 


E EE 
محور اا ایت حال‎ 
را نسبت به‎ ۷M قرینە‎ M, 


عمود متصف FF‏ بلست 


می وريم . چہار ضلہ 
MFF M.,‏ ذز ai‏ ا است (به چه دلبل ؟) و دارم : 
M,F=MF’s M,F =MF‏ 
M,F~M,F =MF—MF—=a :|iljls‏ 


س 


س M,‏ قر روی هذ لو لی ا ٤‏ بعنی عمودمنصف ۴۴ ۽ مور 


تقارن ان ا 


ا & 7 ا 
ر (٤‏ یا ر 4 _ ` 
7 ا 
۲ فصیه - وسط ۳۳ مرگز تقارن هداو لی است. 
برهان ‏ زرا هر گاہ ك مہحبی دو محور تفارن عمود بر هم 


اة اشد ¢ E‏ تقاط 


ع أن دو محور » مر کز تقارن ان منحنی است. 
این قضه را می توان مستفما تىز › با استدلالی مائنں أ در 


ج 
2 


همین باره در ہی اوردم > ابت کرو ا تبات بر عړده داش آموزان 
2 


اسا ا ر و 


E ر‎ 


۴- داسيا و محورهای هذلولی - هذلرآ دارای دو شاخ 
متماوز ست ( 5ور دو طر ف عمو دمنصفی FF‏ درار دار ند ( زرا که 
اولا این عمودمنصف محورتقارن است و انيا ھىچىك از قاط آن روی 
هدلولی نمی‌تواند باشد (چرا؟) . 

فاخا از هذ لو لی‌را که در طرف کانون ۴ است شاخەکانون ۴ 
9 شاه a‏ ا کانون F۳‏ می نامند ٤‏ 

اکر 0 و سل FF‏ باشد و 
OA=OA =a lj gh FF»‏ 
را حدا کنیم (شکل۳) ٤‏ دارم . 


شکل ۳ 
AF —AF=AF-AF =AA=a:gAF=AF =e—a‏ 
بعنی ۸ و ۸ روی هذلولی و محل برخورد ۴۴ با وو شاخے آن 


4 


khbsro\ 0۲ 


in r RRR ik 7 


ة 

Ff 
8 
و‎ 


—\A®_ 


A 6A‏ را دو رس خط نامعحدود ly FF‏ که a‏ روی 


I‏ محورقاظع ا مچو د کا لو نی وطول رارہخط ۸۸ را طول محور 


قاظع هذ لو لی می نامند . 

بطوری که دیدیم » هذلولی محور تقارن دیکر خود را قطع 
نمی کند . اما چون بین‌هذلولی و سضی شاهتپا بی است»؛ بر روی عمود_ 
منصف ۸۸ طولیای : `چ- "7¢ = 08= 08 را جدl‏ می کہم 9 
8 و 8 را دو رس محور غیر قاطع هذلولی می‌نامیم . طول این محور 
را a‏ ط۲ نمایش هیدهم و خواهیم وا 

b' =e" — a" و‎ b= /e"— a" 

س هذ لو لی دارای دو محور است: محور قاطع یا محور کا نو نیو 
مور غیر قاطع. محور را گاحی قطر هم می گویند. محل تقاطع‌محورها 
را مر کز هدلو لی می نامند . 

E.‏ وقتی که در هدلو لی لإ »> دعنی دو فووا نم ناریا د 


هذ او لی‌را متساویالمحو دین» ا متساویالساقین امتساویالقطر ین 


1 a= طط‎ = 


می نامند و دارم ۲ 


۶ رسم هدلو لی - به دو راه می‌توان هذ لو لی را رسم کرد . 
a CE‏ نقطه با بی . أما با ند در نطر 


TT 


2 
٢ دو‎ rh 3 


ا 


4 ۰ د‎ | ٠ 
ُ طر نقه و هدلو لی از شر دو واه سان ھی سود‎ ٠ ا‎ 
es f 


آ- در سیم هدلولی با حر کت مداوم ‏ ستارد‌ای قدر کاقی 
بلند» به طول 1 اختیار می‌کنیم و بائسر آن را در یکی از دو کانون‌نگاه 
داري وروی که را لجرل این اون دور ان که( ار 
سنجاقی را از سوراخ کوچکی گذرانده روی کانون ۴ تگاہ می دارم 
وستاره را حول اورا یدھم . نخی بدطول 1-۲4 اختار رده 
ر د اا اود و و د 
اوت € می دار بم E.‏ 

مدادی را چنان‌قر ارمی‌دهیم 


که ê‏ وا بکشد ودر نقطه‌ای 


dlrs Mol 


F 1 :‏ فووا ی 
س 

٤‏ | شود . M‏ نقملەای است ار 
۹ 8 ذلولی : روراکه : 


MIF —~MF=(TF —TM) —MF 
—TF —~(TMH+ME) 
]س‎ —- (| -Ya( = Xa 


حال اکر ستارہ روا حول ۴ دوران دهم J CASS‏ 


ج ر“ اد متکی تکاہ ا هیسود وو سی ار ا کانون ٣‏ را لىد 


۱ 


خواهد کرد هر گا فوا را ا درحالی کد ادف وا حول کا نول 


khosro1 1۵۲ 


زر 


a 


"و دوران دهم ٤‏ تو ك مداد وو سی ار اه ون FHF‏ را خواهد کشد 
و م 


1 - تر سیم ھذلولی با نقطهیا بی اکر ۴ و ۴ دو کانون و 


ا رر ا 
jr‏ ۹ ا ا 


کو رای عل 2(2 )»ر اداد آF‏ ای ماه 


1 اختار می کیم دا 


1وہ 
دار 8 بحست ده | ندارة ا 
1 ا 
ً 1 ا ا 
1A‏ بازکرده به هر کز ۴ و Fَ A 0 A F I‏ 


ره شعاع 1A‏ قوس یھی ز تیم شکل ۸ 
a Sl dG RACO‏ 
۴٦‏ و بھ شعاع 4[قوسی میزنیم تا قوس سابق را در ۷1 قطع کند.۷ 
مك نقطه از هذ لو لی است» زوراکه : 
MF —~MF=IA —~IA—=AA =a‏ 

ا ر 1 اط وی ی ار هدلو لے دس ھے ا تد . 

1 بايد همیشه در خارح بارہخط ۴ ۴ اختیار شود › زیرا که در 
ئات IA +TA = OI Ji MF + MF pigs gga «MF F‏ 
(0 وسط ۴۴) باید بزرکتر از ۲0۴ = ۴۴ باشد؛ س نتہجھ می‌شود 
کہ باد 0 بز ر کتر از 0۴ باشد بعنی [ خارح ۴۴ اختیار شود . 

۷- خروج از م رکز هذلولی - در هذلولی . ماتند یضی ۰ 


نسہت را حروج از مر کز می نامند. خرو ح ازمر دز هذ لو لی‌همواره 


\AA_ khosro1 1۵۲ _\AA- 


از ۱ بزرگتر است و اگر مساوی ۱ شود (بعنی ٤‏ =4 و در نتیجه ٥‏ =ط بر شاخةکانون ۴ ہا بر شاخ کانون ۴ واقع باشد» در محاسبه آندکی 
شود) » هذلولی تبدیل به دو نیم خط می‌شود که در دوطرف مر کز امتداد lS‏ 
دارند و بر کانونها می‌گذرند › یعنی تمام تقاط خط نامحدود ۴۴ کہ 
در دو طرف ۳ و ۴ باشند متعلق به مکاتند . 

۸- دایرذهادی و اصلی ‏ در هذلولی » مانند بیضی › دابره‌ای 
راکه فر کان ىك‌کانون وشعاع ان مسأوی ۲4 باشد »› ۵ا یر د هادی إن 


5 نون می نامند 2 داىره‌ای که مرکا أ مر کزهذاولی 3 شعاعش مساوی 


a‏ باشی ١‏ ۵ا ير اصلی نا مىدە می‌شود هذ لو لی دارای دو دادره هادی 


ا شکل ۶ 
اکر ۷1 بر شاخ ۴ واقع باشد اکر برشاخۂ ۴٣‏ وافع باشد 
MF>MF MF >MF‏ 
MF'=(x—c)'+y' MF'—=(x—c)'+y' |‏ 
ب ۔ معاد هذلو لی MF'=(x+e)T+y MF =(x+Fe+y'‏ 
MF'—MF'= —Fcx MF '—MF'— fcx ۹‏ 
٣‏ ن 2 بس اذ تجز به طرف اول : س اذ تجزبه طرف اول : 
زرد _ ررم ۹ مخاسية شعاعهای حامل PR‏ هدلو نی - محورقاطع‌رامحور ra(MF +MF)=Fcx‏ و ra(MF+MF)=‏ 
طو لپا و محور غر قاطع را محور عرضہا اختیار می کنیم . به أن ترتبب پس : س : 
مر کز هذلولی» هبدا مختصات می‌شود. مختمات هرنقطة 1 ازهذ لولی دا MF+MF SZ MF +MF—‏ 
a‏ ل 
9X‏ ¥ می نامیم (شکل ۶( MF—MF =a MF — MF— <a‏ 
دد شکل ۶ برای تقاط ی‌که روی شاخت‌کانون ۴ تند » × میت ہی از حل ومتگا: ہی از حل ومتگا. 
و برای نقاطی که روی شاخ کانون ۴ قرار دارند » × منفی است. e‏ 
MI a —( aa) MF = +a‏ 


ا روشی شبیه بها نچه درمحاسبةٌ شعاعای حامل بیضی بکار بر دې» 
طول شعاعپای حامل نقطه M‏ را دسب می اور ب؛ اما برحس‌آنکه MF = — (— +4 ۾a) MI=—=—- g4 M1‏ 


E 
> عنی در هرحال › با فرض أ نکه جپت 0۴ با حہت ×0 متحد باش‎ 


دارم : 


CX 
س‎ 
a 


MF = 


٥‏ معادلۀ هذلو لی - هر گاه محورهای مختصات را مطابق 
شکل ار محورهای هذ لو لی منطبق اختیار کنيم و M jl‏ عمود MP‏ 5 
ر xx‏ ورود اورم > در مات قائما لزاو به MFP‏ : 
MF '= PM'+FP'‏ )۱( 
و چون : 


PM=|y, , FP=lx+o!l g9, MF= a 


tT _ أ‎ 
gq TA =y F(x Fe)" : دار‎ 


که دس ار ساذەدرون حاصل می شود 


YY 
c'x 
۲ 
a = yx + e 
۲ : 
c'—a4 
×) وأ ٦و م = او(‎ 
a 
b'x' ۲ b" ۴ 
a ) 
a . 


ا ۲ . 4 
3 دسن از e‏ دوطرف ل ٤ b‏ معاد له هذ لو لی چسن می سود 
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بعکس » با استدلالی شبیه بها نچه در موردبیضی دیدیدء می‌توان 
ات کرد که هر نقطه که مختصا تش E‏ فعا لے صد ق کد متعاق یه 
هذ لو لی مفروض أست . 

هر گاء هدلو لی متساوی‌المحورین باشد » معادله په آین صورت 
e‏ 


| e 
ج ۔ داخل و خارج هدلو لی‎ 


١‏ - هذلولی صفحه را به دوناحیه تقسیم می کند: یکی ناحیه‌ای 
امل کار ای کے اس ( 2ل ۷ این اجه ن که فر کے ار 
دو قسمت و در شکل هاشور زده شده است داخل هذلولی می‌نامند ؛ 
ET‏ ناحہه‌ای که شامل کا نو نپا ن٬ست؛؟‏ به اىن ناحہه»› حادح هدلوای 
گفته می‌شود. ناحیۀ خارجی شامل مرکز و محور غیرقاطع هذلولی است. 

هر دارہخط که وك قط خارحے را به وك قط اکا > ملا 
کانون وصل کند » هذلولى را در بك نقطه وفقط در بك نقطه قطع 
ف ل 

هر ډارهخط که دو نقطه داخلی رأ به هم وصل می‌کند » با با 


٤ 
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۹۳ هندسه و مخر وطات‎ hS 
را که کم کنیم خواهیم داشت:‎ M۴ › وح وی نقطه ندارد یا ان را در دو نقطه فطع می کند. از دو طرف ابن نامساوی‎ 
NF’ +MN —MF>MF —MF رار رالات ۹۳ _ قضبه - تفاضل فواصل هر نقطه واقع در خارج هذلولی از‎ 
مساوی آ‎ M۴ اخر ای‎ N Ss دو کا نون ان کو چکتر است از ۲4 و تفاضل فواصل هر نقطه واقع در داخل حال اگ‎ 
. ۲8 ھذلولی از دوکانون آن بز ر گتر است از‎ 
ا و‎ n 
ونم‎ e شرار‎ N فقطەای در خارح هذ لو لی باش (شکل۷)‎ N برهان - هر گاہ‎ 
NF +M N —MN —NF>MF—MF 
ٍ N فطے م گند ۔ در مثلے‎ M1 مذ لوا را در‎ N۴۳ تاو خط‎ 
NF N F>M’F —M’F ۳ : MF N كلcثم دار هذلولی را در ۷ فطع می در‎ 
٠ NF <NM+MF 
NF ~NF>Ya : نی‎ 
۰ کم كنم خواھیم داشت‎ aS ly NF › از دو طرف ان ئامساوى‎ 
د ے خو اص دایره‌هاى هادی‎ NF —NF<NMHFMF —NF 


حال اگر در طرف دوم نامساوی اخیر به جای N۴‏ مساوی آن 


۴ نقطه‌ای از هذ لو لی متعلق به شاخه کانون‎ » MH را رار دهم > حاصل می‌شود : ۳ - هر گاه‎ N M+-MF 
دادره‎ MF ات و بارەخط‎ MF ورک ار‎ MF" (۸ راشد (فل‎ ~NF<NM MF n 


NF —~-NF<MF —MF 


ا : 

سی : NF —NF<a‏ 
2 و اما اگر N‏ نقطه‌ای 

7⁄4 8 0 در داخل هذلولی باشد» 


0 ¢ أمتداد FN‏ هذ لو لی را در 
Mً e 4‏ وطح می کند ۾ دی فلك 
MNF 71‏ : 
ر NF+MN>MF’‏ 


۲ 


(در حالت 


F‏ در نفطدای ما نند p‏ مماس سود (مماس خارج) طول خا 


khoğro\ 121 )‏ 
e ۱۹۴‏ 
هادی کانون ۴ را در یك نقطاٌ م » بین ۴ و 8 ۰ تلاقی می کن ؛ | . MF ~MF= a‏ 
مغاسة دو تساوی واگر 1 مرکز دایره‌ای باشد که پر ۴ بکذرد و پر دایرۂ ۴ 
MF ~MF= «a‏ درنقطه‌ای مانند © مماس شود (مماس داخل) طول خطالمر کز ن M7۴‏ 
و MF —Mgp= ta‏ ا تفاضل دو شعاع است یعنی 
نجه می‌شودکه : MF =Mgp —Fgp MF = Mp‏ 


و هر گاه ۷1 1 نقطه‌ای متعلق به شاخة کانون ۴ باشد (شکل ۸)» 
۴ بزرگتر | aza ME‏ ی ازنقاط تقاطع ۴ 1 و دایرة هادری 
حتما خارج پارهخیا MF‏ و در امتداد 1۴ است ؛ اگر آن را م 
بمامیم » از طرفی 
Mgp—MF =a‏ 
و ازطرقی در : 4< = NFM F‏ 
از مقاسة اىن دو تساوی نتبجه می‌شور : 
Mgp eM F‏ 
NT.‏ دایره‌ای که مرکزش رك نقطه (01 با 017) ازهذ لول 
:اشد و بر يك‌کانون بگذرو »› بر دایر هادی‌کانون دیگر هماس می‌شود 
اول مماس خارج و در حالت دوم مماس داخل) . 


ey‏ اگ M‏ مر کز رای باش که از ۴ E‏ ودر اة 


کون 


MF‏ مساوی :ا مجموع دو شعاع | ست کی 


MF =MF—لa‎ : ا‎ 

MF—MF =a ا‎ 

در هر حال نقطه M‏ و M1‏ روی هذلولی اس 

از آنچه گذشت» قضیه وخاصیت مهم زیر » برای هذلولی نتیچه 
هی‌شود : 

قضیه : 1 هر هذلولی مکان هندسی هراکز دوایری است‌که از 
یکی ار ور کاتون بکد ونت و ر دار غاد کالون دنگ مهاس کو له 
) آا ا ر 
باشند و بر رك نقطة ثابت خارج آن دایره بگذرند » هذلولی‌ای؛ است 
که نقطة ثابت ومر کز دار مفروض کانونپای أن و شعاع دار مفروض 
برابر طول محور قاطع آن است . 

۴ - دسم هذلولی به کمك دایرۂ هادی ۔ ھر گاہ کانون ۴ 
(شکل ۹) را بەمك نقطة و از دایرۂ هادی کانون دیکر هذلولی وصل 
کردہ عمودمنصف ۴ را رس کنیم تا امتداد شعاع نقطة و را درنقطه‌ای 


ا 


مانند 1 قطع کند » 11 نقطه‌ای از هذلولی است . با تغبير نقطة م 
می توان زقاط متعدد أ هذ لو لی را باس ا وره ومنحنی را بطور تعر دب 


رسم‌کرد . 


٩ شکل‎ 

بحث ۔ ھر گاہ ازیکی از دوکانون › مثلا از ۴ › دو مماس ۴۵ 
و ۴۳ را بر دایرۂ هادی کانون دیگر رسم کنیم ( شکل ٠١‏ ) » نقاط 
Es GE Lal o‏ 
کوچکتر از نصق دایره است . اگر نقطة اختیاری عنی " روی قوس 
کوچکتر ازنیمدایره اختار شود» نقطه 1 که بدست میا دد روی شاخۀ 
کانوئی است که رون دا بره است > دعت درا بن شکل زوی فا خه کانون 
۴ است ؛ و اگر نقطة اختیاری به وضع و روی قوس بزرگتر اختار 
شود › نقطۀ ,1 که با همان روش بدست می | ید متعلق به شاخۀ کانونی 
است که دابرۂ هادی آن رسم شده است » بعنی در اینجا روی شاخ 

تاتون ۴ ست .. 


٣ 
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س ر 


۹۷ 


هر گاه ¶ بر ك با س ۽ قاط تماس » اختمار شود شعاع ماربران 


ا عمو دمنصف pF‏ موازی می شود و ان وا فطع نمی کند 0 دار سپا دت 


۱٥ شکل‎ 


3 : و n al‏ 5 وا اعد س 
دور قطع می کند › تعسنی بین در دیب زقطه سپا ت دور ممحی , س 


می أ ید . عمودمنصقپای WF» wF‏ راء همانطور که عدا خواهہی 
ایل ٤‏ محا نە‌پاى هذ لو لى می نامند أن دو عمو دمنصف أاز هرد هذ لو لی 


می گذرند. 


ھ ۔ ثاطع و مماس وقاثم 


۸ تعيين فصل مشترك خط د هذلولى - هر گاه خط‎ - ٠۵ 
رم‎ M دایره‌ایکه قر‎ › )۱١ قطع کند (شکل‎ M هذ لو لی را در‎ 
مماس می‌شود ؛ اما حون‎ Fٌ شود وبر ۳ بگذرد » در 0 بر دأی رة هادی‎ 


۴ 
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(AA 


مر زاین دایره بر روی 4 است › دایره بر & قرینة ۴ فسبت به ۵ نیز 


می گذرد . 


SS. 


ر 7 2 
7 2 
۳ ق { 7رز نن f‏ 
ست ت 8 ر ار )ر 9 ) و 
٤‏ 91 یں 


شکل ٩۱‏ 
دس ار ةمه لاقی خط A‏ ا هدلو لی مر کز دأىرهای امیت A5‏ 
ار F‏ د فر ةاش K‏ ست وه A‏ ا 9 دردادرهة هادی کانون ee‏ 


هماس سود ً 


ب ا۔م وج اچ ی * لے 


ھا کی ا برای ددا ردن نقطه تلاقی ۵ و هذلولی چنین عمل 


می کنیم ن در F‏ وفر نهاش ست ده A‏ داور دلخواھی جنان می گذرا نیم 


س 
که دارة هادی کانون ٣۴‏ را در نقاطی مانند 0 و ([ قطع کند ور 
ا CD‏ را أمتداد می دهم تا امتداد F۴)‏ ۳ در P‏ تلاقی a‏ ار 


(p را دردادره هادی ر سم می کہ ا تقاط تماس‎ Pp’ 9 Pq دد هماس‎ P 


و ۳ بدست | ند . نقطة تلاقی ۵ ا م ۴ » عنی 1 » و ہمچنین نقطة 
تلاقی 4۵ با ۳ ۴ » بعنی 01 »۰ نقاط مطلویند (مسئلة شمارة ٠١‏ ازفصل 
چہارم بخش اول این‌کتاب). 

بحث ۔ هر گاہ & » قر نه ۴ سبت‌به ۸ » خارج دابرههادی‌کانون 
FF‏ واقع شود » دو نقطه تقاطع E‏ 
دایرة هادی قرار گیرد » بطوری‌که در مورد بیضی بتفصیل دیدیم (تیکرار 
استدلال بر عپدۂ دانشآ موز است) » خط ۵ بر هذلولی مماس است . 
اگر & در داخل دابرۂهادی واقع شود ۵ با هذلولی نقطة مشترك ندارد. 

اگر مماسپای ۴۵ و ۴۵ را بر دایرۂ ھادی ۴ رم کنیم ( در 
شکل ابن‌دومماس رارسم کنید ونقاط تماس رات و ٌه بنامید)» :رحسب 
آنکھ نقاط م و ص روی فوس کوچك سد اقوس بزرگت سا واقع شود 
نقاط تقاطع خط وهذلولی روی شاخۂ کانون ۴ ہا شاخە‌کانون ۴ است. 

هر گاه نقطة ‏ » قر نه ۴ نسبتبه ۵ » خارج زاوبه س۴ت واقع 
شود » هربك از دو نقطة تقاطح روی وك شاخة هذلولی است » و اگر 
قط در داخل أن زاویه قرار گیرد › هر دو نقطة تقاطع روی یك 
شاخه است ؛ وبالاخرہ اگر & روی ہکی از دو مماس ۴۵ و ۴۵ واقع 


شود » یکی از نقاط تقاطع در پینهایت دور است (بعنی ۵ موازی یکی 
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ر از جا ذب ا 


زرا اگر ۸ 


(شکل۱۳) خطمماس 


oS دادر هادی همان کانون را در | د م قاع 9 حال اکر وص ر نه‎ ٤ 


ى 
س ن س 


از کانون e‏ به ¶ و pً‏ وص کرده عمو دمنصفیای خطوط وأاصل را نست به ۸ hai Ms‏ 
رسم كترم A Ù‏ را در M‏ و ۷ قطع کنندء MM 9 M‏ aiاط‏ تقاطع مطلو ذد 


d y Msp <F | . همسن فصل)‎ ٠۴ (شمارة‎ 


ا و در هثلاث شکل ۳ 


متساوی| لساك FM‏ خط ۸ a5‏ عمو دهنصف فا لو اس زاو ده راس را 
ا 
۱ 


زف ف . 
i e a‏ 
س سے ہے ہے 5 ¥ کے خطی که از زقطه تماس در هماس هن لو لی عمود سود ٤‏ فام 
٤ e» X‏ 2 
1 ا 2 بر هدلولی در ان زقطه نامہدە می شود 
}2 رر م درز أ قائم در هفلو لی در هر نقطه»؛ زاو د لین یك شعاع حامل و امتداث شعاع 


ll /‏ حامل دیگر دا نصف می‌کند » زرا که بر مماس ان نقطه کهنیمساززاو یه 
2 اہ : f a‏ 
شکل ۱۲ 2 


تیج ٩‏ قر بنه‌عای کانون هذلولی نسبت به خطوط مماس بر ۷ ۔ قضیه - تصویر کا نون هذ لو لی بر روی خط مماس برآن ؛ بر 


روی دایرة اصلی واقع است . 
ل ھان ہ هر گاه ES) A‏ خطی مماس در هذ لولی و 9 صو در 
پارەخطى كهك کانون را به بك نقطه از دایرۀ هادی‌کانون دیگر وصل کند | ٤‏ آ د 
. متا اس اسي . 
۱ مر کز هذلولی » به ۴ وصل كنم › در مثلٹ ۴P۴‏ › خط 0E‏ کھ اوساط 


س ن شعاعہای حامل قله تماس ا عمود ھی باشل 
| 
ا 


عذ او لی روی دایرۀ عادی‌کانون دیگر قرار دار ند وعکس عمودمنصف هر 


به عبارت د > دایرة هادی هر کانون » مکان هندسی قر ینه‌های 
کانون دیگر نسبت به خطوط مماس بر هذلولی است . 


نتىجة ۳ مماس بر هدلو لی زاو بین = حامل نقط تماس 
را نصف می‌کند , 


دوضلع را ده هم مر بوط ھی سازد موازی ا" ۴ و مساوی زف ا ات 
عنی ۾ = =£ 0 »و E‏ روی دارەای به مر کز 0 و به شعاع 4 › بعنی 


رزوی داس اصلی ایت هر زوطه إز دادرة اصلی را می‌توان ده 


ا 
در طرق تصو بر بك کا نون در روی یك مماس دا ست . ا ہے را يداون 


ورت ر می توان بانکرو : 


شکل ٩۴‏ 
مکان هندسی تصاو یر کا نو نهای بك هذ لو لی روی خطوط مماس‌ بر آنء 
دایرۀ اصلی آن هذ لو لی است . 


_ 
راض رز ۱۸۳ قصیه - حاصل‌ضرب فاصله‌های دوکانون هذلولی از هر خط 


- مماس بر آن › مساوی است با مقدار ثابت "ظط . 
برهان - هر کاه ۵ (شکل ۱۵) » خط مماس بر هذلولی › دار 
اصلی را در ۴8 و ٤‏ قطع کند › £ و ۳۴ تصوبرھای کانونہا بر روی 
مماسند و E۴‏ و E۴‏ بار دیگر 
دار اصلی را Os‏ 
هی کنند؛ از قائمه بودن 8 تتىحه 
ھی کرب که ا E‏ بریرکر داو 
می‌گذرد و دو مثلتث 06۴ و 
0E‏ متساو یند (چرا؟) . 


ا 
35 


E 
FE—=FG : فش‎ 
FE.FE =FE.FG 


(چرا:) —FA.FA‏ ا 
a)‏ +c)(@۾~c(=‏ ` 


CL .. ا‎ c"— a =" 

م 
2ر( ١‏ 
و ۔ مساثل مر بوط به خط مماس پرهذلوای ر 


۱ 


اولا !گر P‏ روی هدلو لی باشد تىمسار زاو سه سن شعاعہای 
PF Jol‏ و PF‏ را ر سم ۶ی كنم ( نتہجه ۷ ارشمادة ۱۵ ھہہن قصل). 


انا اکر ۲ رزوی ھدلولی لماشد »› به مر کز ۲ دایره‌ای رسم 


0۴ 
می کنیم کہ بر یکی از دوکانون › ملا ۴ › بگذرد (شکل ۱۶) و دایرۂ 
هادی کانون دیگر را در ص و ص قطع کند . عمودمنصفپای و۴ و و۴ 
مماسپایمطلو بند و نقاط تماس» M1‏ و 1 نقاط تلاقی مماسپاباشعاعپای 
Fy FY‏ ست . 
بر حسب أ نکه ‏ و 0 بر روی قوس کوچك اقوس بزر گت سك 
باشند » مماس بر شاخه‌کانون ۴ ہا بر شاخۀ کانون ۳ رسم می‌شود . 

شرط لازم و کافی برای آنکه توان دو مم‌اس بر هذلولی از ۴ 
رشم کرد این است که دو دایره بکدیگر را قطع کنند بعنی بايد طول 
یک ادا ا 8۴ ( خط ایر کن دد واره) و آ٥‏ وھا 
(شعاعپای دو دابره) از مجموع دو قطعە‌خط دیگر کوچکتر و از تفاضل 
اا باشد ؛ که می‌توان نوشت : 

PF —PF|<Ya<PF 4 PF 

اما بآسانی می‌توان تحقىق کرد که نامساوی PF + °۴ <a‏ 
عمو ار ی ار ای۲ ور ان ضررت ا کرک ا مو اق ای ا 
کہ ھ۲ >۴۴ ۴۴| بعنی ۴ خارج ھذلولی باش. 

- مسځله د رسم مماس بر هدلولی به موازات امتداد معین‎ - ٥ 
اکر ۵ھ (فکل و ا ر غود ان رسممی کنیم‎ 
تا دایرة هادی کانون ۴ رادر و ص قطح کد مرد تفای ۴9 و‎ 
مماسہای مطلو ند و نقاط تماس » بر شعاعہای و۴ و ل۴ قرار‎ ۴ 


دأرئك . 


٣ 
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E aE 


وا آ ا ا 
چنین مماسېايی رسم کرد 
باد خطی که از یك کانون 
بر ۵ عمود می كنم دایرۀ 
هادی کانون دیگر را قطع 
کند» یعنی در داخل زاوبه 
۴ه واقعشود(شكل¥)). 


نتیجه ‏ وقتی ګه. بتوان دو مماس متوازی بر هذلولی رسم کرد › 


خط واصل بین دو نقطة تماس بر مرکز هذلولی می گګذرد و دو نقطه تماس 
نسبت به مرکز هذلولی قرینة یکدیگر ند . 

رورا ا می توان | نٽ FM F M Ja aS‏ متوازی‌الاضلاع 
اسو دو قطر آن < MM‏ و ۴F‏ » مف ٤ REE‏ 


E‏ ۹ قضایای پو نسله ‏ هر تاه از نقطه‌ای دو مماس بر هدلولی 


رس کنیم : 

ادلا زاویه بین هر مماس و خطی که آن نقطه را به يكکانون 
وصل می‌کند » مساوی است با زاو به بین مماس دیگرء یا امتداد آن» وخط 
واصل از آن نقطه به‌ګانون دیګر . 

انیا - خطی که نقطه مفروض »۰ یعنی نقطه تقاطع دومماس رابه‌یات 
کانون وصل می‌کند » نیساززاو ب بین شعاعهای حامل » واصل از آن‌کانون 
به دو نقطه تماس › یا نیمساز زاویه بین یکی از آن شعاعها و امتداد شعاع 
دنگر است . ) 

لرھان ‏ رض می کنیم که P1‏ و آ۴ مماسپابی باشند که از 


_¥o*_ 

نقطةُ ۳ بر هذلولی رسم شدداند ( در شکل ۱۸ ہر دو مماس بر یك 
شاخدانت و ور مکل 
۹ هر هماس بر ك 
O‏ 
ھائ ۲ اة ان 
دو مماس راص و ص 

می نامرم . 
اول د در هر دو 


شکل »› از طرفی در 


شکل ۱۸ 
وت اوا سافن FPp‏ زاو یه FPT‏ ذصف زاو به مر ى FPqp‏ 


است » بعنی نمف قوس ۴9 است »› و از طرف دیگر › زاوی محاطی 
م ۴۳ نز نصف قوس م۴ است › پس : 
FPT= Fy op‏ )۱( 
اما در شکل ۱۹ دادیم : و و کے ۰1۳۴٣‏ زرا اضلاعشان بر 
هم عمود است. و درشکل ۱۸ دارم : واو ۴ = ×۴۴ به‌همان دلیل. 
حال اگر هر مك از ابن دو تساوی اخر را با رابطه ١‏ مقاسه 
نرم > تتیجه می گیریم : 
(در شکل ۱۹) 
(درشگل ۸ 


أكون ا اورجه به دوفکل ء او مائ | خر چاین‌معاوم هی 5د 


FPT—FPT 
FPT= F PX 
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eS 
اکر دومماس بریك شاخه رسم شده‌باشد (شکل۱۸) › زاویه بین‎ 
مك مماس و خط وأصل به بك‌کانون » مساوی است 0ا زاو به سن امتداد‎ 
واک دو هماس یر دوا شه‎ . e مماس ا و خط واصل به کانون‎ 
رسم شده راش ( ل ۱۹( > راو ه‌های تعن دومماس وخط واصل :هدو‎ 


ک5ا ون باهم رار ند (فمت اول قَضه). 


شکل ۱۹ 


انیا - دو مثلثت م ۴۴ و م۴۴ که سیت به ٥٣۴‏ قرینه 
لیا ند هساو ند و در حه : 
PF gy = PF o‏ 
ET‏ هربك از دو شکل » چنین معلوم هی کند : 


اکر دو مماس ار مك اه رم سک ا ¢ خطی که ار جاه 


F 
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4A ۹ : & 2 n‏ اند سه و مچ روطات ۷ے 
تقاطح دو هماس ده ون وضل سود ٤‏ زاو نه دعن در شعاع امل دد از طرقی در ات FPF‏ دارم 
قله تمأس را نصف ھی e i‏ 1۸ ).9 ا دو مماس بر دو شاخه PF'4+PF"'—=(PO'+OF'= YPO'+4 Ye"‏ )<( 
په سات اش شا س د لے 3 - 
ر م ل ل۹( ان 0 دن a e‏ ا از مقا سه دوتساوی ١‏ و ّ نجه می‌شود : 
سا | S5‏ 4 0 ب 0 ر 
سما مل و 5 نص ف ۶ی یلا ف دو وه 74 f ۲ aa‏ ۲ 
م ر کک یچین YPO'+c'= fa‏ 
کے روا - فضي مولز مکان هندسی نقاطی که از ن نقاط می توان ا e‏ 
LL‏ عمود برهم بر هذ لولی رسم‌ګرد » دااره‌ای است به مرکز هدلولی ٠‏ 
PO'= (aî'—cî' =a — (c" — 4")‏ 
و به شعاع FER TI‏ 4 (داإرة مونژ) . 
ENES‏ 
برهان - این فضیه را می‌توان با استفاده از زاونه سن دو مماس a —b‏ 
نم دہ 0 PO—‏ 
ومانند | نچه در شمارة ۳۴ فصل دوم » در بار بیطی »› گغتیم ابت کرد. ا a‏ 0 
ر م رجت ے صو( ر است نقاطی اقت أ 1 | lL‏ 
اما در اینجا آن را مستقیما ثابت هی‌کنیم . : در صور تی و ار انها دو مماس 
سے منعاھ 5 ٤ S5‏ ار ا | ۹ 
فرض ھی کنیم که ۴ نقطه‌ای اش که از أن دو مماس عمود برهم پر هذلولی رسم کرد 4 بزردتر از ط باشد (چرا ؟) 
PT ,PT‏ در هذ لو لی رسم ENTS E I‏ در هذ لو لی مت اوی | لمحور ن ن»› دار همو نر تہدیل بەنقطه 0 می‌شود 
PT Fp ۳‏ ي Fp‏ ا 1 زاو محاطی p Fo‏ ما (جرا؟)› بعنی درهذلولی متساوی| لمحور دن ةط أز EF‏ هذ لو لی می توان 
و در نتیجه وص قطر دایره و ۴ در وسط وو واقع است . ا ا ا ا 
جون در دو دأدره متقاطع» مجانبپای هذ لولند ٠‏ 
خطالمر دزن PF‏ عمود اف 
ر 9 د مشت ك ص > مثلٹ م ٥٣٣٣‏ : 
و س لى “ر p p‏ ر ما یبای هذ لو ی 
F‏ فام اراو یه اشد دارم : 
Pp'+PF'=Fg'‏ 
Pp=PF lal‏ و Fyp=xta‏ ۴۳ تعر یف مدأ ند | مجانب بر مك منحنی خطی است که 
ن در ك زوه بسنا مت دور در می مماس سود : 5 ده عىارت و 


9ے 
صقر مل و فتّی کa‏ ان زقطد 


کائون لر دا لر ھاوی کا نون دیگر عمود شون › مجا نب هذ لو لی است . 


ار CEE‏ محدی يرا ت دور شود 


برهان ‏ می‌دانیم که عمود منصف ۴۵ بر هذلولی مماس است 
( شکل ۲۱ ) و نقطةٌ تماس واقع 
ا ي شعاع ۵ ۴ . اما چون 
۴ با عمودمنصف ۴۵ موازی 


اس نقطه تماس‌در فاصله سنا ەت 


دور اس دس عمود منْصف Fw‏ 
ا ١‏ که ار ا 0 می گذرد (جرا (s‏ 


ما زی هذ لو لی است ي f‏ 4 7 


سے 


دلیل‌دیگر پڪ هر گاه Ox‏ ار 0 ار Fu‏ عمود س وان را دز 


X 


شکل ۲۲ 


١ 
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ا 
۴ قطع کرده باشد (شکل ۲۲) و 1 بك نقطه از هذلولی باش › ثابت 
می‌کنیم که وقتی که 1 برروی منحنی بینهایت دورشود › فاصلة أن از 
×0 به سمت صفر مىل می کند . 

فرض می کنیم Eg Ula TESS MS‏ 
منصف ص۴ »که بر ۷1 می‌گذرد › مماس ۴۵ را در 1 قطع‌کرده باشد. 
از M‏ عمود M۸N‏ را بر ×0 و عمود 1M‏ را بر ۴۵ فرود می آورب. 
بدیہی است که N= M7٤‏ ؛ و چون 1 بین 1 و 5 واقع است : 
MN=M E<EI‏ . حال هرچە " به ص نزدیکتر شود › ¥[در روی 
منحنی دورتر هی‌شود و 1 به ۳ نزدەك می‌شود ؛ و وقتی که ٧‏ نپا یت به 
ص نزدیك شود » در روی منحنی سنہاىت دورخواهدشد و 51 نابت 
کوچك می‌شود › یعنی 1 میل می‌کند که بر ۴ منطمق شود › و M١‏ کہ 
در همه‌حال از ٤1‏ کوچکتر است به سمت صفر مل می کند » دس ×0 
مجانب هذ لولی است ؛ هذلولی دو مجان دارد. 

۵ - دسم مجانبهاک هذلولی ‏ داه اول »› به كمك دایرة 
ھادی ۔ از ۴ مماسہایی بر دایرۂ هادی کاتون ۴ زسم می کنیم واز0 
دو عمود بر أ نا فرود هی آوريم ؛ این دو عمود مجانبپای هذلولیند . 

راه دوم» به كمك دایرة 
اصلی - از ۴ دو مماس بر دادرۃ 
اصلی رسم می کنیم (شکل ۳؟) و 
از 0 به دای اباس ول کرد 


/ 
و از دوطرف ادامه می‌دھیم ا 


” 
س 
م 


XY ( أ‎ eT 
ا‎ e 5 


Ms‏ داه سوم » به كمك مجو رها ا|گر 4 › ۸ .8 و 8 رئوس را×0 و0۲ بناميم 


هذلولی باشند (شکل۲۴)» برآن ES‏ 


تقاط چړار خط موازی محورها مختصات بگیر م ٤‏ 


می گذرا ني ٿامستطيل E KHK‏ 
مساوی Ad 39 a‏ 3 


Fَ‏ ووا ا 1 ؛ أقطار أ ون چپارضعی 
جانیای حذاولند مختصات کا نون ۳مساوی 
e e EE E‏ 

1 

ا 0 (نتىحه ١‏ ازشمارة۵؟ شکل ۲۵ 

همین فصل) . حال اگر مختصات هر نقطة 1 از منحنىرا × و ¥ رض 


زرا در فا قاذم اراو به ۾ - وچ خواهدبود 


OH'= OA'+-AH'=a"'+b"'=oe' 
کنیم ¢ جەسن خواهیم ا‎ 


و OH=ce E‏ 
MF '—=(X+a)'+(Y+a)"‏ (). 
واگر از ۴ عمود FE‏ را در فطر KH‏ رود اوريم » دو مثلث MF'—(X —-a)'+(Y—a)'‏ 
قاما لزاو به aS «< OFE ; OAH‏ در زاو وه حادة 0 اا دارند و ان دو ساوی وا که عضو يعضو از ھم تفر وق کنیم و به جای 
وترهایشان باهم برابر ند » متساویند و در نتیجه 0£E=0۸4 =a‏ ؛ پس MF MF"‏ مساوی آن › Y)M ۴ M۴)‏ را قراردھیم (با فرض 
9 رزوی دادر اصلی ست ْ بعنی زد تماس FE‏ دا اك دادره ات 3 که M‏ ړوی شاخ کانون F‏ باشد) نجه می شود 
8 مجانب هذلولی ات . Ya(MF  -MF)=FaX +-FfaY‏ 
با : MF +MF=(X+Y)‏ )( 


نتیجۂ ١‏ تصو ی ھ کانون روی مجانیھا ہ دار 6 اصلے واقعاست. a.‏ 
/ بر هر کانون روی مجانبها بر دایرة اصلی‌واقع از طرفی بافرض آنکه ۷ روی شاخه‌کانون ۴ باشد › دارم : 
نتیچة ۴ - درهذاولی متساوی‌اله‌حودین» مجانہها بر یکد رگ ر عمود ند. / 

ر ا KHHK‏ (فکل ¥( ار جسن هذ لو لی‌ای مربع است. 1 


J معاد ل هد لو لی متاو ی| لمحو رین»ء چنا نچهمحو ر هایمختصات در‎ ۶ e 


MF —MF = (a 1‏ )م( 
انك ا ا غل ار ده تساوی 3 MI <F‏ را ردست 


ا ووروا وه 3۹ ار دھہ » حاصل ھے ,شود : 
مجا نہهای ن منطيق باشنی » و ما نمړای هذ لو لى متساوی| ا محور ن f‏ ر a‏ ى 


E 
(a+-X + Y¥)'=(X+ a)" F(Y +a)" 


که سس ار ساده‌کردن » به صورت رر در میا ید 
aُ‏ 
XY=‏ 
۲ 
9 اين همان معاد له مطلوب ا 
۷- چون قدرمطلق فواصل نقطه (¥ و )1 از مجانبیای 
OY OX‏ دسر تمت ¥ XxX‏ اسا تساو ی اخىر حه ھی گیر م 
که در هذ لو لی متساوی| لمحور ن « حاصل ضر ب فواصل هر نقطه منحنی از 
مت ۲ 
محا هپای أن ابت و مساوی د است ١‏ 
با به عبارت دیگر » در هذلولی متساوی|المحورین » چنانچه ٩‏ 
وة عر مشخصی از ان داشیک» مساحت مستطیلی ده قطر OM‏ )0 ھک 
هن لو لی ا اضلاعش ار ما تسا منطبق با شی ٤‏ مساوئ مقدار امت 


a 
س اس‎ 
۲ 


تمرين 
اا ر 
1 يك کانون ؛ يك مماس ؛ ھ۲ د ط۲ . 
۴ دوکانون » یك مماس . 
۴۳ ك کانون » سه مماس . 
۴ يك کانون » دو مماس » يك نقطة تماس . 
9ے مرکز » دو مماس » ھ۲ . 
۶ يك راس » يكکانون » يك مماس . 


1 
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اق ر لت 


س۵ا ی 


¥ يك کانون » دو مماس » يك نقطه . 

۸ہ بك ‌کانون » یك مماص » دو نقطه . 

. کانون و سه نقطه‎ ٩ 

0 بك کانون » بك مماس » يك مجانب . 

۹ بك کانون » يك مجانب » ھ۲ . 

۳ مکان هندسی مراک دوایر مماس بر دو دایرۂ مغروض (متخادج 
یا متقاطع) چیست ؟ 

۳ سه نط ۸ ؛ 8 و € پشت سرهم بر خط مستةیمی‌قرار دار ند. 
دایرةٌ متغیری همواره در 8 بر این خط مماس است . اذ ۸ د € مماسهھایی 
بر این دایره رسم می کنیم تا یکدیگر را تلاقی کنندں . مکان هندسی نةطۂ تلاقی 
TS‏ 

ے دو خط ثابت » همواره ہر یك هذلولی که یکی اذ کاو نهایش 
معلوم است مماسند . مکان‌کانون دیگرهذلولی چیست ؟ 

ھ۹ مطلوب است مکان مر کزوکانون دوم يك هذلولی‌که یك کا نو نش 


ات ات 9 همو أره بر د تة ا ت فی درد 


فصل چپارم 


ھی 
آل ت مقد مات 


١‏ - عر یف سهمی »کان هندسی نقاطی است ازصفحه که از يك 
نقطة ثا بت ويك خط ارت متعاق بەهمان صفحه به بك فاصله باشند . 

ده عارت در › سھمی مکان اند سی نقاطی است که لست فواصل 
هر يك از ۲ نها ازيك نقطة ثابت وبك خط ثارت مساوی ٩‏ باشد . 
را ممیز 5 پار امتر ا . هممزر 8 :4 P‏ نماىش می دھہل ( جون 
رک ٢ر‏ اس كەکانون روی هادی نہاشں > P‏ هیچوقت صفر نىست). ا 
M(شکل )١‏ نقطه‌ای از سېمی » 
۴ کانون » ۸ خط هادی و8 بای 
عمود وارد از ۷ بر ھ اشد بنا 
دة تعر دف ( MF=MH‏ ا 


شکل MH ١‏ 
نقطة ۷1 می تامند؛ نقطة 8 › وسط عمود ۴K‏ کہ ازکانون برھادی رہ 


fF 
را شعاع حامل‎ MF.” 


¢ 
سه ا ( یك نقطه از سهمی ا : ن نقطهرا راس سپمی می نامند. 
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ص سج و 


EE 


دا ف خواحیم کرد S a‏ زو تالاقى سېمى بامحور تقارن ا 
هر گاه داىره‌ای ده مر M‏ د بەشعا ع MF‏ ر سم کیم ار H‏ فر 
ھ عمای کرد و رک غر د ارد 5 از ۴ بگذرد وبر خط ۸ 


ی 


مماس‌شود ¢ ا روئ “کی ور اردارد ؛ دس می توان سېمىرا ا 
طور تعر تعر نش کرد : 
همی مکان هندسی مراکز دوایری استکه در يك نفطه ثارت رکذر زږ 
و بر خطی ابت مماس باشند . نقطه ثارت مقروص کانون و خط تابت خط 
۳ خط ((0) را از ۴٣۳‏ در هادی (4۸) عمود ھی کنیم (شکل ( 
اگر 1 نقطه‌ای از سہمی و ۷ 
قرینه آن نسبت به (0) باشد» دد 
اڭ MFM‏ : 
(D) MF—MF‏ 
و در مستطىJ MEI M7‏ : 
MH =MH‏ 
دس gia cM F= MH‏ شکل ۷ 


روی سہمی است و حخطی که از کانون سپمی برهادی أن عمود شودء 


نتیچه - رس سهمی نقطه تقاطع ۲ن با محور است (چرا؟) . 


٤ 


O 
به وسله نقطھ ا بی . ولی با مك در نظر‎ Ey, ا حر کت مداوم‎ u 
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E A 


داشت که و : حر کت مداوم 1 ننىجهای تعر ھی ددست می دهد . ن 8 O ~AM—=1—AM‏ 


انك طر بقه ر *ی از هر در راه بان می‌شود : ) ر 5 Ir‏ ا نقطها 
غ کم ر ر س 
[- ر سم سھمی باحر کت مدادم _ ويا aS‏ طول ضلع سم سھمی ۽ ا لی 


ل ّ OFF‏ 
ويو کے راه اول ار کانون F‏ به ەك تقطەغىر 
الىت رر ۵ اناد قفوو اخ ار 
مشدصس H‏ از خي هادی صل می کنیم 
می كنم ٤‏ نی ھ یک طول 

(شکل۴). از ۳٤‏ عمودی:برهادی اخرا 
1 اختبار کرده یك سر آن ك 


ا . ھے کنب تا عمود منصف ۴۴1 را در M‏ 
e Os Ta EN‏ 
ڪڪ فطع کند . ۷1 روی سہمی‌است (چرا؟). شکل ۴ 


در انتہای ضلع 1 ن 
e‏ حاده) محکم‌می کیم 
(شکل") ؛ بعك کا رأ در 
مقا رل له خط کشی کد روی 


با تعر ]ا نقاط وای از سہمی بدست E‏ 

از قاعدةٌ رسم سہمی با نقطه با بی می توان با سانی در بافت که هر چه 
H1‏ در روی 4 از کا محل تللاقی محور و هادی » دورتر شود نقطه1[هم 
دورتر می‌شود ؛ و چون ۲1 می‌تواند در دوطرف 8 بینپایت دور شود › 


خط هادی هرار داده شده نقطه ۷1 هم در دوطرف محور بینہایت دور می‌شود › پس منحنی سہمی 


ا ھی لغز ا نیم کک a5‏ ا ات أدامه دارد . 
همواره صلع EE‏ در راه دو م اگر خطی ها ند 
و ,9 به موازات ۸ رسم‌کنیم (شکل 
مدادی را در داخل نخچنان ۵) و بەهرکز ٣۴‏ و با کک 
TT ۴‏ مساەی فاصله دوخطھ ہو 0 9 
رار می‌دهیم که نخ را کشیده وی ۾ دو 2 و سی 
ودر 1ا[ يەگو نىا متصل ‌سازد؛ ر ا ,0 رادر ¥1 و فطع 
نوگ فاد FF‏ حا بحاشدن گو فا ئوس ا ا ۳ رسمه ی کند کند ۷M‏ و MH‏ ده نقطه از سې ۰ 
|؟). 
روا کد (چر ( 


MH=AH—ANM=1- AM‏ با تغبیر ,0 تقاطدیگری‌از شکل ھ 


¥ Yo 


منحنی بدست می نند > هی ینیم که فاصله ,1 از 4 تباید 


5 


(ا اهو کر ره 


ٰ تمام نقا صل سی ست دك اون خط در همان طرف وفعت كەکانون 
و ات ( رار که وروی خد اسن 


و 


ا ب ۔ داخل وخارج سمی 
درز 9 :0 ( ۴ 2 
UL‏ رر * زر را 4 ۵ ’ار 2 م 


8 دم ت 
م واحی ك ھی ص A2‏ را و۵ دو جس تقسیم‌هی کند. ا حش 


فل F‏ »کانون ممحدی اس و حش مل ريل A‏ › هادی مہحنی 
است . بخش اول را ناحیة داخل سهمی و بخش دوم را ناحیةخارج 
س همی می نامنی 

در حقة ت تمام سہمی در يك طرف خط هادی است که کانون 


کی 


باشد (بد چه دلیل ؟) . قاصله هر 
نقطه که در طرف دیگر 4 باشب » 
ارکاتوڻ داد است از قاصله‌اش 
از خط هادی . زیرا که اکر ۷ 
یک از نقاط باشد (شکل ء) 
MH<MH‏ > پس بطور مسلم 
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ر 


ge‏ ا 


MH<MF‏ . حالا ئات می کنیم که قاط دا خل سهمی» به کا نون نز دیکتر ند 
تا بهخط هادی »> و قاط خارج سهمی > به خط هادی نزدیکترند تا به‌کانون . 
اول س هر گاه N‏ نقطهای در تاحه داخل سپحھی باشد(شکل۷)واز 
أن عمودی بر خط هادی رود آرت زا سهمی را در 8M‏ وھادیرادر HH‏ 
قطع کند واز ۸ Ms‏ نه ۳ وصل کنرم ٤‏ در مثلث FNM‏ : 
NF<NM-F-MF‏ 


وچون به جای M1۴‏ مساوش M۸٤4‏ را دران 
نامساوی قرار دهيم ٤‏ خواهیم واشت : 
NF<NM -F+-MH‏ 
NF<NH 0‏ 


شکل ۷ 
انیا - هر گاہ ۸ نقطه‌ای از ناح خارج سہمی واقع بین سہمی 
وهادی باشد (شکل۸) و از آن ءمودی بر هادی فرود اوریم تا سہمی را 
در ۷1 و هادی را در ۳8 قطع کند و از ۸٩‏ و M1‏ بہ ۳ وصل کنیم > در 
مثلكث MNF‏ : 
NF> MF— MN‏ 


و چون بە‌جایى ۴ ساو ش 


MB‏ را در این نامساوی قرار 


NF>Þ MH—MN 


NF>NH 


Eh E 
( 
f 
Ca 5 ار‎ 
ا‎ 
ey. N س‎ 
ف‎ 
معاد ا‎ € [ 
1 ¥ r 
O f درر ا 5 دو ر‎ 


۵ محور ×ھا را منطبق بر محور سپمی و جپت هشت آ ن واا 
راس به طرف کا نون می کرت وعمودی‌را که از ُن سہمی ڊرهحور رسم 
شود » محور و ها اختیار می کنیم 
(شکل )٩‏ ؛ بدن طرق » بنا به 
تبصرة شمارة ۳ همىنفصل» ×های 
تمام نقاط سپمی مشت خواهنں شد 


وعاروه وا « X‏ قط F‏ هساو ی 


1. TP 
إن صقر اس . اک‎ YY و‎ . e 
1 بنامرم 4 دارم‎ Y9 أ سی را‎ M وتات زه عر مشخص‎ 


۲ 
MF'=y'+(x—Ê) 


MH=x 4Ê و‎ 

ا اق ةة رای MFE'= MH"‏ ¢ حاصل ۵ی شود 
Pp Pp‏ 
y +x +7 —px=x'Fpx Fg‏ 


5 دس ازساده کردن ( فعاوا کی چىہن یلست ی بآ : 


| 
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أبصره ہے ا ھن مور y‏ ها را منطىق ار SF‏ و مجور x‏ ھ( 


را منطىق ر خطی e‏ کک ار S‏ و عمود می سو د› خد a‏ 


: 1 کے ۴ 
XX =‏ = اهن oe‏ ار سے عر ا ڪ e‏ 
ft P7‏ ا 5 سے 
2 س ٤‏ سی ر ہے سے me‏ 
TS‏ 
ال ا 


۶ تعيين فصل مشترك خط و سہمی - نقاط تقاطع خط ۸ 


1 o ل‎ 


IY‏ هندسه و مخروطات 


با سهمیی به‌کانون ۴ وهادی ۵ »مراکز دوایریعستند که بر ۴ یگذرند 
و بر ۵ مماس شوند (شکل )٠١‏ . واضح است که این دوایر بر ل » قرنة 
Hs SD CE‏ دس تعسن نقاط تقاطع خط وسېمی راجح 
هی‌شود به رسم دواىر ىكە ر ۴ و" نگنر زں ویر 4 مماس باشند (شمارة 
ار فصل چپارم هندسه) . بر ۴ و م دایرة دلخواهی می‌گذرانم و 
از 1 محل تلاقی ۴ با ۸ء مماس ۲۳ را بر آن دایرہ رسم می‌کنی ۲ 
طول ۲۲ را دردوطرف 1 بر 4 نقل می‌کنیمتانقاط ۴1 و8 پدستآ ند 
ا Ay» ages H sF‏ رسم 
می کیم ا 4را >ڍڃ»M M's‏ 
فطع كنند؛ ٧‏ و M‏ نتقاطمطلو ند. 

بحث - فرض می کنرم ۵ 
مواری محور سپمی نباشد؛ دران 
ورتا و ۳ ات 
4 در همان طرف 4۵ واقع شود 
که ۳ قرار دارد» خط ۵ سېمیرا 
در دو فقطه قطع ھی کند 1 

هرودر p‏ بد۵ نزدىك‌شود» 


ol 


[ تزد مك شله ودو وله تقاطح M‏ 
ر سے 
۹ و M‏ تىز يك TE‏ نزدیکتر 
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هی‌شو ند . وقتی کهص"م در ۵ داقع شود ٣1‏ و lL H‏ هم و ¥1[ و ¥ با هم 
یکی می‌شوند و 4 با سپمی هماس می‌شود . 

اک و وات د دو رکرو حط ۸ا سم دا ما 
ندارد . 

اگر 4 با محور سہمی موازی باشد (یعنی "۴ با هادی موازی 
شود)ء سهمی را فقط در ك نقطه وطع می کند 

جا ای ددا اون سی داروا دو 
۹ مىدا کردن نقاط تلاقی اسان اتت. 

تیج ٩‏ - قر ينه کا نون ۴ نست بەخط مماس‌برسهمی › برروی خط 
هادی است . به عبارت د یکر » خط هادی سهمی » مکان هندسی قر ینه‌های 
کا نون آن سهمی » سیت به خطوط مماس بر آن است . 

نتیجۂ ۲ - در عمل دسم سهمی با نقطه‌یایی ( راه اول شکل ۴ ) . 
عمود منصف ۴۲1 › مماس برسهمی در نقطة 1 است . 

نتیجة ۳ - مماس در هر نقطه» زاو یه بین‌شعاع حامل آن نةطهوعمود 


مرسوم از آن نقطه بر خط هادی را نصف می‌کند (شکل ۱۲) (چرا ؟) . 
نتيجة ۴ قاأم لر سهمی در هر نقطه ؛ 


زاو ب بین شعاع حامل ۲ن نقطه و امتداد عمود 
مرسوم از آن‌نقطه برخط هادی را نصف می‌کند, -“ 7 ۷ 
(شکل ۱۳) (چرا ؟) . 

نتیجة © - خط ی که از 5 » راس سهمی» 
به مواذات ۵ » خط هادی » رسم شود مماس بر 


منحنی در نقطه 5 است . (چرا ؟). ES‏ 


ت 
أن خط را مماس دد داس سهمی می نامنں . 


اہ قصره - مماس در داس سھدی مکان‌هندسی تصاو بر کا نون سھدی 


برهان ‏ فرص کنیم که ,۸ (شکل 1( خطی مماس بر سہمی و 
فرینه کانون ۴ تست به آن باشد ؛ وهمچنین نقطه 5[ تصوبر کانون 


ړوی هماس ۵۸ و 8 تصورر ۴ روی خط هادی باشد . اگ از ۴ ده 5S‏ 


٩۳ شکل‎ 


راس سھمی ؛ وصل کنیم در مثلٹ ۴۲1K‏ » خط E5‏ کہ وسط دو ضلع 
را بههم وصل می‌کند » موازی است با ۳1 رعنی عمود است پر محور 
ا د سہمی است . 

ہر عکس اگر ٤‏ یکی از نقاط خط مماس در راس سیمی باشد و 


اد ۴ خط A.‏ را ار FE‏ عمود کنیم» با سانی معلوم‌می شود که H‏ فر ينه F‏ 
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EE 


سەت دۀ A,‏ رزوی خم هادی وافع می شود دس ۵ در سی مماس ایت 

۸ نحت مماس و نحت 
قا ئم - هر گاہ۷ نقطه ای |ز سهمی» 
1 تصوبر 1[ برمحور(شکل۱۴)› 
MT‏ قطعه ای از مماس ار ”ھی 


محلود به زول تماس و محور > 


و MN‏ قطعەای از فام بر منحنی 
دحلو د ك نقطه M‏ و هدور داش ( شکل ٢۴‏ 
MT‏ را لحت مماس با نحت ظل lM N»‏ تحت قا تم سہمی‌هی اف 
کک 

تحت مماس تصو بر قطعه‌ای از مماس برسهمی »› محدود به نقطه تماس 
ومحور است › برروی محور . وتحت قائم تصو در قطعه‌ای از قاأم . محدود 
بەسهمىی و هدور است » درروی مور . جھت M7 N‏ همواره موافق جهت 
SF‏ جهت MT‏ مخااف آن است . 

. راس سهمی همواره در وسط تحت مماس است‎  هیضق‎ - ٩ 

برهان - ٤ِ‏ » تصو ار کائون ار مماس MT‏ ) شکل ¥ ( ¢ روی 
اروا است . از تساوی دو مثلث قائا لاو FET » FEM‏ 
لازم می | ید که له E‏ و سط MT‏ با شی : ونا ار ان ٿر منّالث MMT‏ 
خط ES‏ که از وط ضلع MM “lye MT‏ رسم‌شده‌است ضلع TM‏ 
را در نقطه 5 نصف می کند . 


. ۔ہ قضیہ ہے تحت قا ئم سهمی مساوق ا بار امتر آن است‎ ٥ 
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برهھان ‏ در شکل ¥\< gwll HF | MN‏ ( به چە دلىل ؟ ) 


KHF=MMN : پس‎ 

و دومثلث قامالزاوبة HEF‏ و MM N‏ با بکدیکر برابر ند 
(به چە دلىل §) . 

ا و MN=KF=p‏ 


ھ۔ مسال مر بوط به خط مماس بر سہمی 


۹ ۔ مشه س ر سم مماس لرسهمی از نقطة معين . 

اولا ‏ اگر نقطة ۶ بر دوی سھمی باشد ( تک 1۵ ()› شعاع 
حامل „PF‏ عمود PH‏ را ار خمل هادی رسم ھی کنیم ئىمسار راوه 
HF‏ ( ا به نقطه لاقی sı HF‏ 
مماس و وصل شود u‏ هماس 


ار دی در زوهله 0[ ات 
انیا _ ا گر نقطه ۲ خارج 
سهمی باشد(شکل۱۶)» به مر کز ۴ 
دا بره ایر سم می کنیم که‌بر کا نون F‏ 
شکل ۱۵ ا و خط هھادیرا در H« H‏ 
وطع کزں عموده‌نصفهای FH, FH‏ مماسپای ملو بد و نقاط تماس 


کا ت 
واقعند بر عمودهابی که‌از 8 و H1‏ بر خط هادی اخراج شوند . 
اگر تصوہر ۳ برخط ھادی را 1[ بامیم» وای ا نک وان هماس 
رسم‌کرد » بايد داشته باش„ : PPF | ۴1> P۴‏ ,› نى باي P‏ 


خارج سړحی اشد ۰ 


شکل ١۶‏ 
نتیجه ‏ خط ی که از نقطه تقاطع دو مماس به‌موازات محور رسم‌شود 
در وسط وتر واصل بین نقاط تماس می گذدد . 
زرا عمودی‌که‌از ۲ بر 8۳۴8٤1‏ رسم شودبر 1 وسط 8[ می گذرد 


(جرا؟) و در ذوزنقۂ M۸ ۴] 1] M٦‏ خطی کہ از 1 وسط ساق ۳۳٤۸‏ موازی 
قاعده‌ها راسم دوا ست سف ف م ذف می کند 


۳- مسئله س سم مماس درسهمی بمو اذ ات امتداد معین س هر گاه 


ا 


۴ 
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بخوا هيم در سوحمی مماسی به‌موازات دارم FPM—=FH’H‏ 
امتداد ([) رسم کیم VIS)‏ اما aS NPM , FHF sl) s5‏ اضلاعشان بر هم عمودند » 
از F‏ عمو دی ل (D)‏ رود ۶ی - مساو یژد ( کی دارم : 
اورم خط هادیرا در H‏ فطع NPM — FHH‏ 
کی . مود مذْصف HF‏ مماس 
مطلوبت ا 
شکل ۱۷ مشه می توان ك مماس 
ر موازات متنا د معن در سی رم کرد جر وفتی 5 lı (D)‏ مور 
موازی با شد ۾ که در أ مز صورت مماس در ہنی وحود ندأارد . 
۴۳ - قتا رای ډو اله هر ان از نقطهای دو مماس لر سهمی 
رسم شود : 
او لا زاوي بين يك مماس و خط واصل از آن نقطه به کانون › 
مساوی است با زاو د بین مماس دبگر و خطی‌که از آن نقطه موازی با محور 
pw‏ شوٹ . کل ۰ 
ثانیاً - خطی که از نقطه تقاطع دو مماس به کانون وصل شود» 
۳ َ . از مقا سه اين دو ساوک حه ھ َ که: 
زاو به بین شعاعهای حامل نقاط تماس را نصف می‌کند . ) : ج ھی یرم 
برھان - اولا اکر ۲۷ و۲۷ مماسپای مغروض باشند (شکل FPM=NPM‏ 
O O‏ انیا از ۴ به 1 و 1 وصل کرده ثابت می کنْیم : 
MFP= MFP FPM=NPM’‏ 
اندازة زاومه مر کزی FH dai FPM‏ و اندازة زاوبه محاطی برای ای ن‌منظور» کافی‌است که توجه کنیم MHP“ js MFP aS‏ 


ji FHH‏ صف همان کمان است ؛ س اين دو زاویه برایرند > معلی اس سیت به خط PM‏ › و MFP‏ در نه MFP‏ اس ت ا 


ا کے 
ا 
MHP =MH’P‏ 
اما تساوی اخہر محرز است ؛ ریراکه : 
MHP =0°+ HHP‏ 
MH P=0°+ HHP :‏ 
( علامت + وقتی است‌که ۲ و سہمی در دو طرف خط هادی 


اشن 3 عالامت 7 وفتی اس دة P‏ 2 مد در ك طرف مل هادی 


Tm واقع‎ 
: اما در مثلث متساویالىاقين 8۴8° › دارم‎ 
HH’P= HHP 
MHP=MH’P 
MFP=MFP ET 


در حالت مخصوص که ۶ روی خط هادی باشد › هر مك از دو 
زاو MHP‏ و [HP‏ رار ° است ؛ دران صورت FM‏ و„ FM‏ 
در مك استقامت رار ھی کر ن > ا به عبارت ?€ F jl MM bz‏ 
ر 

۴ _ قضبه _ خط هادی سهمی مکان هندسی نقاطی استکه از ٣‏ نها 


می توان دو مماس عمود برهم بر سهمی درسم کرد . 


۴ 
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برهان ‏ در حقیقت وقتی که از ۶ دو 
مماس PM‏ و ۴PM‏ را بر سہمی رسم کیم › 
زاو یه سن دو مماس نصف زاو به ٥۴۴٦١‏ ]۳ است 
(به چه دلیل ؟) . 

بس وقتی که دومماس برهم عمود باشندء 
بايد اویه ۴ HP‏ دو قائمه › بعنی ۶ روی 
خط HB‏ اشد (شکل 0۹) . 


۵ ۔ قضبه _ سهمی دا می توان حد بك بیضی دانستکه يك رس 
محور اطول آڼ و کانون مجاورش ثارت مانند و کانون دیگرش بینهابت 
دور شود . 

برھان ے عر گاد ۴ و ۳ کائوتا وھ بت راس مور اطرل 
(گل ))٥‏ و M‏ بك نقطه ار سضی aba: H‏ تلافى ۴M‏ بادا رة هادى 
کانون ۴ و & قر ىنۀ ۳۴ نست به ۸ باشند› نقطة & روی داب رڈ ھادی 
sرار‏ دارد و ly F Yl . MF =MEH‏ در یج دور تر می بردم . 

چون ۳٦‏ و اا تند نقطه ٤‏ نز ثا بت می‌ما ندودا در ةهادی‌ھمہشه 
ازنقطۀ ثابت & می‌گذرد. اما باترقی شعاع دا بره» دوس داب ره درمحاورت 
نقطة & بتدر یح تحدش‌کمترمی‌شود»ء ووقتی که ۳۴ مر کزداورہ بینپایت 
دورشود › فوس دادره به طرف خطى مستقيم می گرایدکہ از & بر٣ ۴٣۸‏ 
عمود شود (خط ۵ ) . وقنی که ۴ بنپابت دور شود › خط FM‏ م که 


همسش دردادره عمو د ا ¢ در حل دادره ( بعی در ع A‏ عمود هی شود : 


ا 

و چون همیشه 1 از ۴ و دایره 
به بك فاصله است » وفتی کہ ۴ 
مایت دور شود » ۷M‏ از کانون 
۴ و خط ۸ به مك فاصله خواهں 
بود »> بعنی بر یک سہمی قرار 


خواهں واشت a5‏ کا و س ٤ Fٌ‏ 


کانون تاوت دای < 9 ل هادش 


ا “o‏ حل دا رة هادی ون e‏ 


نمرين 


٩‏ مطلوب است مکان هندسی مراکز دوایری که بر يك خط و يك 
دایرة مفروض مماس باشند . 

سھمی را با معلومات زیر رس کنید : 

۴ هادی و دو نقطه . 

ےکا نون و دو نقطه . 

۴ہ هادی و دو مماس . 

۵ کانون و دو مماس . 

کے رن د رك مان و فط قان . 

۷ے ھادی و يك مماس و نقطةٌ تماس . 

۸ے مماس بر راس و دو مماس . 

4ہ مماس بر دس و یك مماس دیگر با نقطةٌ تماس . 

. ہے کا نون و يك مماسص و يك نقطه‎ ٥ 


1 
| 1۵۲ 


ok 


۹ هادی و بك مماس و يك نقطه . 

۴- دو مماس و نقاط تماس . 

۴۳ہ مطلوب است مکان هندسی کا نون سهمیهایی‌که ر دونقطه یگذر ند 
و هادیشان یا امتداد مفروضی موازی راسد . 

۴۔ مطلوب است مکان نةاطی كه مجموع يا تفاضل فواصلشان از يك 
نقَطة ایت و يك خط ثابت مقدار ثا بتی باشد . 

۵ دایرۂ ثات 0 و وتر ثات ۸8 و وتر متحرك 0[ در آن 
مفروضند بقسمی که وسط وتر ([) همیشه بر دوی 8 ۸ است . مطلوب است 
مکان هندسی 1[ » نقطۂ تلاقی مماسهایی‌که از € و ([ بر دایره رسم شوند . 


khosro' ۵۲‏ ۴ ا ا 


چ و 
دصل SAA‏ 
چ ٠‏ [ 


خواص مشترك بیضی › هدلولی و سهمی 


آلف ۔ تور رش هر سه شگل به و سل 


مکان مر کڑ رك دادرة هععیر 


۹- اانه می‌دا نیم : 
باشند و همواره بر نقطه ٹابتی که داخل آن دایره است بگذرند . يا آنکه 
بیصی مان هندسی نقاطی است که از یك ډایره و بك قط ارت واقع در 
داخل ۲ن به یك فاصله باشند . 

(نتىجه ۲ از شمارةٌ ۲۲ » فصل دوم مخروطات) 

هذ لو لی مکان هندسی مر اکزدوایری استکه بر یك دایرۀ ثا بتمماس 
باشند و همواره بر نقطه ا بت ی که خارج آن دادره است بگذرند . 

e)‏ فصل سوم مخروطات) 

سهمی مکان هندسی نقاطی است‌که از يك نقطه ثابت وبك خط ابت 
به يك فاصله باشند . یا مکان هندسی مرکګز دایره‌هابی است که بر کګانون 
رگذر ند و در خط هادی »ماس باشند . 

(شمارةٌ ١‏ » فصل چہارم مخروطات) 


جون می‌توان سېحمی را حل دمصی 2 خط هادی سی را دایرهای 


ااا 


| 


ي شعاع ۴ نكارة زو وي فرص کرد ¢ می توان شر مك ار فة دی مصی 
و هذ لو لى و سپکی رأ ا چەىن تعر ف کرد : 

سه منحنی بیضی »› هذ لو لی و سهمی › مکان هندسی مراکز دوایری 
دوستند که در بك دایرة ثابت مماس باشند و بر يك نقطه ثابت بګدړند ( ې 


شر ط اشکه ھهمجنا ئة 5وت4 شد خط هادی سہمی را داره‌ای به شعاع 


بی ندازه زر گی رض کنیم ( ا سەن خاصیت مشتر ك 0 لست 


سے 1 
حال و e.‏ خاصتپای و ددر ھی ڊر دار م ٤‏ 


ب ۔ تعر س هر سه منچنی ده و سیا ګانون و خط هادی 


۴ یك یضی به محور اطول ھ۲ = ۸۸ و کانونہای ٣‏ و ٣۴‏ 
٢(‏ ۴۴ ) و مرکز 0 (شکل )١‏ در نظر می کرم TT‏ 
بان ۴ و ۸ را طرف راست مر کز قرارمی‌دھیم . برروی ۸۸ نقطہ &) 
OK = ® lil)‏ طرف راست © اختیارمی کنیم (چون <a‏ 
& طرف راست ۸ می‌افتد) . از & خطی بر 44۸ عمود می‌کنیم و آن 
را خط هادی وأ سته به کا نون ۴ ھی نامیم . هر گاه تظبر اين ترسم را 
طرف چب 0 بجا | وريم » خط هادی وا سنه وان ا دموا 
اکنون این قضبه را ثابت می کنيم : 

۳ قضیه _ سبت فاصلة هر نقطه بيضى از يك کانون به فاصلة آن 


ساب 
ا9 » 


از مركز نيتى . 
برهان - اگر ۳1 تصوبر نقطة 1 ازبینی روی خط هادی وا بسته 


, MF 
می خواهیم ابت کنیم که 7 ابت د‎ ٤ (١ دا شی (شکل‎ F به کا نون‎ 


برابر e‏ است . 
محورهای مختصات 
متعامد ل 0× را بقسمی 
اختار ھی كنم که 
×0 منطق بر 0٥0۸‏ 
(یعنی بە‌طرف راست) 


ا 


مختصات نقطه M‏ ار مەی را x 3 y۷)‏ ( ھی کیر م د صو ار ا 


MF 
را دد ست‎ MEH ww می امم حال‎ M7 ٤ AA اة را در هدور‎ 


C& a —-ex ~۳‏ _ 1 
می | ورم . اول می دان که : >> =< — MF = a‏ (شمارة CT‏ 


وی دوم مخ ر وطات) : 


ئانیاچون جت بردار M۴٤‏ مطا بق جہت ×0 است» اندازةجبری 


۲ 
ê a‏ 
ا دردار فر رزوی Ox‏ ¢ بعنی TS‏ ممت 9 مساو ی فا صله MH‏ 


خو اھ بود : 
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۹ 
a a'—cx 
MH=7— —x= — 
C C 
MF a&'—ex a—ex € ly 
MH a cC Aa ٠ برل‎ 


که E.‏ ر × نعٹی ده و آختماری M‏ ندارد . 

۴ قضیة عکس مکان هندسی نقاطیکه نسبت فواصل هريك از 
نها از بلك نقطهة ثارت ورك خط نابت > مساوی مقدار ثا بت یکو جکتر از بك 
باشد » بیضیی استکه آن نقطه ثابت یکی از کاو نهای آن و آن خط ثابت › 
خط هادی بیضی واسته به آن کا نون باشد . 


درهان ت هر گاه ھ خط تات و ۴ قط امت و € عدد ابت 


کوچکتراز ۱ اشد (فگل ٤ (x‏ ار ۴ عمود FK‏ رار ک ورود می آور؛ 


f 
به سىت‎ ly FK را چنان تعسن می کنیم که‎ A ۸ ودر رزوی آن تقاط‎ 
AF AF 


AE = (7K =e : تقسیم کنند بعنی‎ € 


و هندسه و مخروطات 

( ۸ بن & و ۴ › و ۸ خارح قطعہ خط ۴K‏ روی امتدادان 
است و چون ۱> » دونقطة ۸ و۸ به ۴ نزدىکترندتا به &).1 نگاء 
0 وسط ۸۸ و ۴ قرہنة ۴ نسبت به 0 را بدست می آوریم. 0۸را 
مساوی ھ و 0۴ را مساوی ce‏ فرض می کنیم و محور ھا را منطبق بر 
04 و عمود منصف ۸۸ را محور رها اختیار کرده معادله مکان را 
تت هة این e‏ مختصات دست ھی اوریم : 

a NEO 


MF" MF 
ووی ا و‎ 


رار e"‏ است (۲1 فاصلةُ ۷M‏ از ۸ است) : 
MF'—=y'+(x—e)'‏ 
MH'=M K'= (M’ K)'= (OK — OM)’ = (OK ~ x)'‏ 
اماازطرفی چون ۸ و4 نسبت به ۴۳و گمزدوجتوافقی بکدنگر ند: 


OF. OK=0۸' 

_ 04 "۾‎ [ 
a 

MH'= (w~ — x)' دس‎ 


E EE و از‎ 


AF AF AF—AF FF fe ce 


AK AK AK—AK AA a a 
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ا 
MF‏ 
حال می نویسیم : MEHT‏ 
y+) x—-م(" e‏ 
على (a oT a‏ 
)×( 


انك ال ا ساوی را سادهکنيم و در ضمن "م - هھ را درادر 


بکیریم » خواهیم داشت : 
a'y'+b'"'x"'— aþ"‏ 


xy 
ED i Û : يا‎ 


بعنی مکان M‏ ي است که محور کاو ان AA —a‏ 
کانونپای آن ۴ و ۴ (0۴=e)میباشد‏ . 

ھ بك هذلولی به هحور قاطع ۾ )= A۸‏ و کانونیای ٣‏ 
(FF =(e)F' ,»‏ و هرکز 0 (شکل ۳ ) در نظر ھی رت و برای 
آسانی بیان ۳ و ۸ راطرف راست قرار می‌دھیم. رروی ۸۸ نقطه ٤‏ 
را بەفا صله ® OK=‏ طرف راست 0 اختیار می کنیم (چجون 
طرف چب ۸ قرار می‌گیرد ) . از × خطی بر ۸۸ عمود ھی کنیم و 
آن را خط هادی وا سته به کانون ۴ می‌نامیم ۔ هر گاہ نظیر این ترسم 
را در طرف چب 0 بجا اوریمء عط دادن واسته به کاون ۲۳ یت 
مید . اکنون این قضیه را ثابت هی‌کنیم : 


۶ قضبه ہ نسبت فاصله هر نقطة هذ لو لى اإزيك‌کانون به فاصلاآن 


س 
نقطه از خط هادی وابسته به آن کانون مساوی استبا کے م یعنی خروج 
a‏ 


از مرکز هذلولی 


| 
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بر هان س رای أثیات» محورهای مختصات را بر محورهای هذ لو لی 
اختسار کرده Ox)‏ رأ در امتداد وجپہت OA‏ ا نقطه y(‏ ۾ M(x‏ 


از هذ لو لی را در | 


M HH‏ بر ھادى و 


شکل ٣‏ ھی‌دا نیم کa‏ اک 
1 متعلق به شاخهٌ کانون ۴ باشد › MF —a‏ (شمارة ٩‏ » فصل 


سوم مخروطات) و از طرف دیگر : 


۲ 
MH=MK= 
ex 
MF a ا _ ھ‎ 
MH a a 0 
e 
C ا‎ 


و اگر ۷6 متعلق به شاخ کانون ۴ » یعنی اگر × منفی باشد : 


س 
c> a'—cecx‏ 
MF— ga ———‏ 
a‏ 
aُ a —cx‏ 2 
و از طرف دیگر: = MH=MK = x‏ 
ا 
MF a Cc‏ 
ارا ا AITT‏ 
ا MH a oR a‏ 
cC‏ 


۷- قضیة ع کس - مکان هندسی نقاطیکه نسبت فواصل هريك از 
نها از يك نقطه ثابت و بك خط ثارت › مساوی مقدار ثابتی بز ر گتر از یك 
باشد » هذلو لی است . 

برھان ۔ هر گاہ ۸۵ (شکل ۴) خط ثابت و ۴ نقطه ثابت و اح 
عدد ثابت باشد › از ۴ عمود ۴K‏ را بر ۵ فرود آوردہ برروی آن نقاط 
4و ۸را چنان تعسن ھی كنم کە ۴K‏ را د نسیت € تفسیم O‏ 


AF AF 
AK AK 


وروی امتداد آن قرار دارد و چون ۵<۱ › ۸و ۸ به K‏ نزدیکترند 
ا بە F‏ )»نگ 0 وط A‏ ۸ و ۴ رنه ۴ را نست به 0 بدست 


م - ۸ھ بن ۴ و K‏ و A۸‏ خارج ٫lرeخb F K‏ 


می | وريم و0۸ را ساوی ھچ و 0۳۴ را مساوی e‏ فرض ھی کنیم و 
۷ را ط می‌تامیم و ۸۸ را محور ها منطبق به 04 وعمود۔ 
منصف ۸۸ را محور ها اختیار می‌کنیم . مختصات بك نقطه 1 از 
هلان را نست انوا مختصات»› × و ۷ هی نامیم و بر حسب مختصات 


۲ 
می نویسیم که پچ برابر ٥"‏ است ( 811 فاص 1 از ۵ھ است) . 


MF— a 
a 
۾ س‎ aî 
MH=MK = — x = a El, 
a —- ex 
MF a © | نار‎ 
MH a'—cx a بد ل‎ 
C 
قضیة کس - مکان هندسی نقاطی که ست فواصل هريك از‎ ¥ 


آ نها ا کا مان بداد لای ردک اام 
باشد » هذ لو لی است . 

برهان - هر گاه ۵ (شکل ۴) خط ثابت و ۴ نقطۂ ثابت واحع 
عدد ثابت باشد › از ۴ عمود ۴K‏ را ر 4 فرود آورده برروی ان نقاط 
۸ و ۸ را چنان تعیین هی کنیم کہ ۴K‏ را بھ سبت 6e‏ تقسیم کشند ٤‏ 
E‏ ا ۸ بین ۴ A sK,‏ خارح بارeخطK F‏ 
وروی امتداد آن قرار دارد و چون ۵<۱ » ۸ و ۸ به نزدیکتر ند 
تا به ۴( آنا 0 وط A‏ ۸ و ۴ قرینۂ ۴ را نسیت به 0 بدست 
می آوریم و 04 را مساوی و و 0۴ را مساوی cC‏ فرض ہی کنیم و 
چ "۷ را ط می‌نامیم د ۸ را محور ×ها منطبق به 04۸ وعمود۔ 
ملیف ۸۸7 را محور وها اختیار می کیم . م ت بك نقطه 1 از 


هان وا ست sS‏ وات × 9 4 می اميم ور حسبت وسات 


o MF" 
. ) فاصلهٌ 6 از 4 است‎ M٤ ( است‎ e برایر‎ FT “3 مى 4م‎ 


0 

بعنی مکان بك هذ لو لی است . 

۸- از قضایای ۳ و ۴ همین فصل نتیجه می کیر یم که : 
نقطة ثا ت و بات خط ثابت ؛ مساوی عدد ثا بت یکو جکتر از ٩‏ است . 

ار فضا رای ۶ و ۷ همن فصل نتحه می گیر بم که 

هدلو لی مکان هندسی نقاطی است که نيت فواصل هربكت از ۲ نها از 
باك نقطه ثابت و يك خط ثابت » مساوی عدد ثارتی زر گتر از ٩‏ است . 

و تعریف سهمی أبن بودکه : 

سهمی مکان هندسی نقاطی است که نست فواصل هر یك از آ نها از باك 
نقطه ثابت و بك خط ثابت مساوی عدد ٩‏ باشد ( شمارة ١‏ » فصل جر 


مخروطات) . 


می سنك که هر سه مىحنی ك تعر دف دار ند ا € مقدار ات 


اا فوت ا : 


پس برای بیطی و هذلولی و سہمی می‌توان تعریف مشتر کی کرد 


که دو مین خاصیت مشتر ك أن سه منحنی | 


اسیا . 


هر مقطع مخر وطی (بیضی » عذلولی و سهمی) مکان هندسی نقاطی 
اس ت که نسبت فواصل هريبك از ۲ نها از یت نقطه ثابت ويك خط ثا بت عدد 
ثابتی باشد . 


نقطهُ ثابت را کانون و خط ابت را هادی واسته به ان کانون 


e™ 9‏ ا( دب را حردح ازمر کز مقطع مخر د طی می کو ند 


س 

اک خرچ اھر کرچار ار افہء ہکان ہے ایت 
راء روج ازمر کر پروکرار | باشت: کان هذلرلی ات ودرصرر 
که روج ار مرک فساری ا که > کان ہے آست . 

در مقابل هر کا نون مقطع مخروطی بك خط هادی وحجود دارد . 
دس بیضی و هذ لو لی دو خط هادی دار ندکه منتسب به دو کا نو نند (هادی 
کانون ۴ وهادی‌کانون ۴) . اما سہمی › بطوری که می‌دا نىد بك کا نون 
3 


٩‏ - قضیه - خط هادی هرکانون بیضی یا هذاولی » قطب ی آنکانون 


است نسبت به دايرة اصلى . 


شکل ۵ھ 
برھان ۔ اگر & پای قطی نقملة ٣۴‏ ست به دادرة اصلی باشد 


(شكل ھ۵( < "3= OF.OK‏ > دس e‏ ؛ بعنی قطی نقطہ ٣‏ 
ر غادئ ان اون منطبق است . 

-٥‏ خاصیت مشتر ك دیگر ‏ قضبه _ حر گاه خطى يك مقطع 
مخروطی دا در ۷ د M7‏ ويك خط هادی را در ] قطع‌کند » خطیکه از] 
به‌کانون"۴ مر بوط به آن خط هادی وصل شود » نیمسازیکی از زوایای‌بین 
شعاعهای حامل نقاط ¥ و 1[ است. 
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برهان - هر گاه M‏ و M1‏ دو نقطه از منحنی د ٣]‏ و HB‏ تصاوىر 


آنا روی خط هادی باشند (شکل ۶) : 


۶ شکل‎ 
MF MF 
MH MH ° 
(١( FM MH 
FM MH’ 
: IM H7 در دو مثلك متشا ب» 1۴ و‎ 
() IM _MH 
IM MH 
: از مقا سه تساو دای ۱ و ۲ نتجه هی‌شودکه‎ 
IM FM 
IMُ FM 


بنابراین در مثلٹ ۴۷M‏ خط ۴1 ضلع مقاہبل به راس ۴ را بر 
نسبت دوضلع تقسیم کر ده است : س نىمساززاو به داخلی باخارجی 
اين هلث اس ۽ 

چنانچه مقطع مخروطی ببضی یا سہهی باشد » با ۷ و 0 متعلق 
به بك شاخۀ هذ لو لی باشند » M‏ و 1 در بك طرف هادی خواهند بود 


FA 
و ۴1 نىمساز خارحی است ؛ و اکر ۷ و 1 متعلق به دو شاخۀ يك‎ 
. هذ لو لی باشند › ۴1 نیہمساز داخلی است‎ 
خاصیت مشتر ك دیگر - قضیه  قطعه‌ای از مماس بر يك‎ ۹ 


مقطع مخروطی › محدود بین نقطة تماس وخط هادی هر کانون» از آن‌کانون 
به زاو يه قائمه دده می‌شود . 


برهان ‏ هر کاه 1۷1 قاطعی‌|ازمقطع مخروطی و1 نقطة بر خورد 
ان با خط هادی باشد ( شکل ۷) » 1۴ یکی از دوئمساز زوایای بسن 
MF‏ .ر MF‏ است و بر آ۴ » تیمساز دیگر › عمود است . 

حال اگر قاطع 1۷17 درحول 1 شرو ع بە‌دوران کندو1 بتدر ج 
به 8 فزدیك شود نیمسازی‌که هموارہ ہین ۴۷۲ و ۴۷ اسٹ تیز بتدر دم 
به ۴۷M‏ نزدیك خواهد شد ؛ سرانجام » وقتی‌که 1 بر0 داقع شود › 
این تیمساز هم بر ۴۷۲ منطبق شده و قاطع 17 به مماس M۳‏ (1 
روی خط هادی) وخط 1 a‏ خط ۴۳ تبدیل می‌شود. وچوندو تیمساز 
همواره برهم عمودند »> حد یکی از دو نمساز »› بعنی ۴٣‏ › بر حد 
فسان دنیگ > مھ ۴۷ روات ودا ۴1 0 اداس . 
بعنی ياره‌خط ۳[ از کانون ۴ به زاوبه قائمه دىدەمىشود . 

نتیجه ‏ از نقملةٌ 1 که روی خط عادی است » می‌توان مماس 
دیکری هم بر مقطع مخروطی رس‌کردکه اکر نقطةٌ تماس آن با مقطع 
مخروطی را ,01 بنامیم › ,۴۷ نیز بر ۴١‏ عمود ۔است . پس اگراز 
بك‌نقطه ۲" واقع برخط هادی واسته به يكکانون ٣‏ › دو مماس بر مقطع 
مخروطی دسم کنیم » خط واصل بین نقاط تماس بر آن‌کا نون می ګذرد و بر 
آ۴ عمود است (چرا ؟) . 
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۹ - 


شکل ۷ 


۵0 


oy ‌‏ آل ية 


ی ھ وو رت شطع مر( وط دور 


۳ ۔ قضایای داندلن : هر گاه صفحه‌ای همه مو لدهسای سطح 
مخر وطی دواری را دريك طرف ر أس قطع کند » مقطع آن با سطح مخر وطى 
تیصی است . 

هر گادصه‌حه‌ای سطح مخر وطی دواری‌ر! قطع کندو با یکی از مو لدهای 
آن موازی باشد » مفقطعش در آن سطح مخروطی سهمی است . 

هر اه صفحه‌ای عده‌ای ازمو لدهای سطح مخروطی دواری دادر يك 
طرف د أس وعده‌ای دیگر ازمولدها را در طرف دنگر ر أس‌قطع كند »> مقطع 
آن در سطح مخر وطی هذلولی است . 


برهان - نخست صفحهُ @Q‏ را چنان بر محور شکل دوار مرور 
می‌دهیم که بر صفح قاطع ۶ عمود باشد و أن را صفحةُ شکل می نامیم 
(شکل ۸) . سپس » برای آسان‌کردن اثبات این ية بسیار مہم » سطح 
مخروطی و صفحة قاطع را بر صفح شكل تصوبر مى كليم . تصوبر صفحه 
ل ومقطع أن با صفحه مذکور خطی مائند 0 و 
تصو بر سطح مخروطی دوار بر صفحهٌ شکل و فصل مشتر کش باآن صفحه 
زاویةٌ و5× خواهد بود . هرگاه صفحةٌ ۳ تمام مولدها را در بك طرف 
5 قطع کند » 0 دو ضلع زاوبةٌ و5× را در بك طرف راس 8 قطع 
می‌کند (شکل )٩‏ ؛ هر گاہ صفحة ۲ با یکی از مولدها موازی باشد › 
D‏ با یکی از دو ضلع زاویه موازی است ( شکل ۱١‏ ) ؛ در صورتی که 
صفحةٌ ۲ » سطح مخروطی را در دو طرف راس قطع کند › 0 ہر یك 
از دو ضلع زاوبه را در بك طرف 5 قطع می‌کند ( شکل ۱١‏ ) . زاوی 


۶P‏ بر صفحه د 
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ا 


ڳp e‏ و محورمخروط › 
ست . يا ٿو جه به لای ۹و 
DTTP IRENE‏ 
صفحه قاطع در مك طرف S‏ 
باشد » » حرص( تيم زاو به 
راس‌سطح‌مخروطی‌دوارفرض 
سیه اا وا گر صغحه اطع 


ا مكمو لدمواآزی داش»» ڪن 


شکل ۸ 
وار صغحه قاطع مو نها را در دو طرف ر فطع کد » »>>0 


اا ودا ن ا ات ەرو ا مادق 

اول _ ۲ تمام مولدهای سطح مخروطی را در بك طرف راس 
قطع کر ده است = حالتی که ۹= » بعنی صفحهٌ ۲٩‏ بر محور عمود 
. پس فرض می کنیم که 
D b> .a< "p<‏ اضلاع و9 و ×8 زاوە را در- A‏ و A‏ فطع 
می کند (شکل۹). دوا برمحاطی داخلی و محاطی خارحی مثلٹ S۸۸‏ 
واقع درداخل زاویه 5 را رسممی کنیم قا بتر تیب او لی»(دا یر 0)» در ٤‏ و 


و مقط دادره داش ( محا ج ره مطا عه تەست 


G 9 F‏ 9 دد۸٥ی‏ ( (دادرة (O‏ ؛ لار E‏ و G9 Fً‏ براضلاع مماس‌شو ند. 
اطول و F‏ و Fٌ‏ 3 کانون اة زاو ده xSyو‏ داىره‌های 0 9 ً0 را 
درحولمحور 92 ىك دوردوران یدھم : ازدوران داىره‌های محاطی‌داخلی 


و خارجی› دو کره دو جود میا ند که بتر تب در ٣۴‏ و۴٣‏ در صفحه اطع و 


E 


س ام 


٠ ١ 


— 
e 
- 
mn 
e 


ہہ ست سے سے سے ہے سیل سے سے سب سے سا 


ا اک ھت ت ی 


ا 
۱ 
۱ 
۱ 
أ 
| 
| 
۱ 
۱ 
1 
ك 


| شکل ٩‏ 
ا درطول دو داره به قطر های 6ع و ٤ 6G‏ ر مخروط مهاست الاک 
MI |‏ اث وا دلخواه از منحنی مقطع باش »› بابد ئا بت کم که : 
MF MF =AA‏ 

( بادآوری می کنیم که قطعه‌ای از هر ضلع مثلث » محدود بین 
| ك ا و نقطه تماس دا رة محاطی داخلی › مساوی است با نصف محط 
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0 


مات راق ضلع مقا بل به ان ا وفطعه‌ای از هر ضلع مثلٹ » محدود 
ن ریو ا وای ور ما کے ماق ت ا 
Nl GO‏ 
مماس است .) 
حال می کو ن 1 
FA=AE=p—SAً‏ 
p(‏ نصف محط مثلٹ 8۸4۸ است) 
و FA =A 6G =p—SAُ‏ 
FA=F A u‏ 
و AF =AE‏ 
SO ENTE‏ 
AFFAF=AF+AF=AA‏ 
و از طرف دیکر : 
AF+AF =AE+AE =EE‏ 
ن EE = AA‏ 
چون 1 در صفحه قاطع است » 1۳ مماس است بر کر 0 و 
M۴‏ مماس است بر کرة 0 ؛ و چون M1‏ روی مخروط می باشد › مواد 
بر کرههای 0 و 0 مماس است ( 1 و 1 ۰ نقاط تماس » روی 
دأره‌های تماس وافعند) . 
ا MF=MT‏ 
و MF =MT’‏ 
عJi‏ : MF+MF =MT+MT =TT‏ 


و چون تمام مو لدهای مخروط نادص ٤‏ واقع دمن در E‏ تماس ٤‏ 


ا 
أ ھم وار ( TT" = EE = AA‏ کی 
MF MF =AA’‏ 
خحطای ھهادی إیصی ے دا cA‏ فصل م E‏ فاطح 9 


شکل ٠١‏ 
صفحه دادر تماس مخروط اکر ة0 ( شکل ٠١‏ )› نز eae ck‏ 
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a PE 
۴ چ 1 ,© ر‎ - 
می گذرد 9 نر رحد شال عمود دو ده و ور تمجه‎ ٤ GE ا‎ D تلاقی‎ 


و ۸ موو اس ادون ثابت می کنیم 


E 


ہم که 4 خط هادی می وا سته 
به‌کانون ۴ می باشد؛ برای است ثا بت كنم که ت وو اتل 
هر نقطه 1 که بر منحنی مقطع اختیار شود » از ګانون ۴ و خط ھ4 
مقداری EEO‏ از ١‏ 

عمود ME‏ را ر 4 و عمود 1[ را بر صفحه داررء تماس فرود 


میور یم ژ Mın‏ را د آ ھی نما یم J3 ٠‏ وا قاکما لزاو به MmH‏ 


1 
ET 
Mm'T در مثّلث ھا الز اويه‎ 
1 1 
MT = کس کے‎ 
cos m MT e 
3 MT—= MF أا‎ 
1 
MF— ll 
1 
MF _ C084 cos 2 
MH 5 I کک‎ CO§ & ر ل‎ 
cos 


ھی گاه دوفسل مفتر ك | فصل مئر کهای سه حه دودو د 


۵۶ 


هندسه و مخروطات 


MF 
مساوی‎ ۰ 


وچون »حر ›p‏ »08 >08pء‏ و اک 
ا د رجدو ابت ارواحه. 

خط 4 فصل مشترك صفحه قاطع با صفحه دایرةٌ تماس مخروط با 
کرۂ دیگر » خط هادی‌کانون ۴ است (شکل )٩‏ . 

دوم _ صفحه قاطع با يك مولد موازی است ( شکل ۱۱ ) _ خط 
0 موازی است با ×$ و و8 را در ۸ قطع می‌کند . دایره‌ای م یکشیم 
که بر ×8 و ر5 و 0 در 6 و ۴ و ۴ مماس‌ شود. 

اگر 0 را ثابت نکاه داریم و شکل را درحول محور 57 دوران 


6 F در صفحه فاطع در‎ a از دوران داىرە‌کره‌ای بو جود فیا دل‎ ٤ CC 


cos ٣ 
+ AE 
cosa 


Se SEC I ys 
تماس‌کهآن را ۴ می‌نامیم › صفح قاطع رادرفصل مشت ر کی ما نند ۵ قطم‎ 
می کند کہ بر نقطةK » محل تلاقی 2 با 6۴ › می گذرد وبرصغحۂ شکل‎ 
. عمود أاست‎ 

حالا فرض می‌کنیم که 11 نقطه‌ای از مقطع باشد و ثابت می کنیم 
کەمکان ۷1 بت سی است که کا نوش ۴ وھغادش ھ آست , مولد 5S۷‏ 
را رسم می کنیم تا دامر تماس را در آ' قطع کند . چون MT » MF‏ 
دومماسندکه یکی درصفحة قاطع و دیکری روی مخروط › از 01 بر کرة 
0 رسم شده‌اند » دارم : 


()(  MF=MT 
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ت 


| 
۱ 
1 
أ 
١‏ 
أ 
1 
۱ 
۱ 
۱ 
1 
| 


ټپ 


شکل ۱١‏ 
عمود M۴8‏ را بر 4 فرود هی آور م ؛ باید ثابت كنم که M۴ = M۴‏ . 
بر ۷ صفح R۸‏ را عمود بر محور مخروط مرور می‌دھیم ؛ اہن 
صفحه مخروط را درطول دایره‌ای به قطر E6‏ و صفحة قاطع را بر فصل 
کے کو ر ف قال > بعنی موازی ۵ » قطع می کند و این 
فصل مشتر كبر قط1 وہمچنین بر نقطة 1 »محل تلاقی © با ٤‏ 6, 
می گذرد و شكل MM K٤‏ مستطل است و MH= MK‏ . شکل 


ت 
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YQA— 


MH KGC °‏ مaتوازىالاضلاع‏ است و GG=MT lal + M'K=6GG’‏ 
(زیراکه مولدهای مخروط بن دو دارة متوازی » متساویند .) »> س : 
MK=MT‏ 
عنی : MH = MT‏ 
وبا توج a‏ رط )1( MH= MF‏ 
راه دیگر - اکر فاصلةٌ 1 از صفحة دار تماس را 1 فرض کنيم» 


مطا بق | نچه دربارةٌ خط هادی بیضی گفتیم : 


MF—=MT=— 
c08 
MH 1 
cos 
MEF _ sep 
MH cosa پل‎ 
MF cosp 
کے ) عنی مکان‎ ١ کے س‎ ١ و‎ p= 2 اما در انحا‎ 
۱۲ ى شکل‎ H0 دد ت 7 بو‎ 
AF=AG=AF=AE . سپمى است‎ M 
ا‎ SM نقاط تلاقى مولد‎ 1 : T از نقاط مقطع د‎ ٥ M سوم _صفحة ۲ » مو لدهای مخروط د ادردو طرف اس8 قطع می‌کند اکر‎ 
(شکل ۱۲) . 2 ضلع ×5 را در ۸ و امتداد و5 را در ۸ قطعمی‌کند. دو دایرۂٌ تماس باشند » 17 = 1۴ » زرا که عر دو» مماسی هستندکه‎ 


از 1 بر کرةٌ 0 رسم شده‌اند ؛ و ۲= ۸۴ » به دلیل آتکە 
هر دو مماسی ووه از M‏ در کر 0 رسم ھا زل ٠‏ 
س MF —MF—=MT—MT=TT=GG6’‏ 


~AG —AG=AF —-AF 
~AF—AT—=AA 


دز دادره رسم می کنیم کے ر D‏ دز نتقاط ٣‏ و ۴ »و براضلاع زاویهء 
در G E‏ 9 در Gً 9 Eًُ‏ هماس سو ند 0 از دوران ا دودا ره درحول 
محور 57 دو کره و جود می ایند که در ۴ و ۴ بر صفحة قاطع و در 


طول دودا یره بەفطر های EG EG‏ بر هخر وطمماسند؛ درمئلت :ASA‏ 


با عدد ثابت بزرکتر از واحد ر 


n 


7 


اوا هکان M‏ ئ هذلولی ات به کانو نړای ۴ و ۴ وروس 


.AgA 


اسي 


حطهای هاذی هدلو لی سے ف ولا ہے ده | نجه در بارة يىضى 


کفتم ٠‏ ۵ فصل مشترك صفح قاطع با صفحة دابرةٌ تماس كر 0 › خط 
هادی کون امت . در حفیقفت ا M‏ نaطەای‏ از مقطع MM.‏ 


عمود وارد از بر صفحه دایرٌ تمای و ۸۴ عمود وارداز1 بر ۸ باشند: 


در مثلث قائمالزاو به MN M7۴‏ : 


[1 
` cosp 
: MMT و در مثلث قاما لزاو به‎ 
MT—= 1 
COS @& 
MT—=MF و جولن‎ 
1 
MF cos cosp 
MH 1Î 0 cosx 
cosp 


MF 
مساوی ات‎ MEH Tiws cos > c08 ¢ بعنی‎ 4 O: در | جا‎ 


cosp 


فصل مشترك صفح قاطع با صفح دابرءٌ تماس مخروط ا ک0 


خط هادی کانون ۴ اسٿ . 


khosro11۵1۲ 
ا‎ 


۶ 


اا 
% 


e e e‏ سے س سید سے وس کے ےل سے سد س سے سے کار 
N‏ 


4 


شکل ۱۳ 


۳ _ قزیه _ فصل مشتر ك هر صفحه با 
دایره يا بیضی ۱ا دو خط مستقیم است . 


بر هان س درحقعت طح اوا را د 


بات سطح استو انی دو ار› 


ی توان ك سح مخر وطی 


ا 


وش کدوک دا اندر مات دور وار ک فة ادو در دة 
مولدهایش با بکدیگر موازیند . به این ترتیب » مسل تعیین مقطع 
صفحه با سطح استوانی دوار» منجر می‌شود به تعیین مقطع صفحه با سطح 
مخروطی »> با أن تفاوت که در این حالت قطع شدن هو لدها در دو طرف 


راس مورد ڭا نمی گند > ,بعنی حالتی که مقطع هذلولی است از مان 


ی23 پچ 

| گر صفحه قاطع ار محور عمود باشد » مقطع آن با سطح استوانی 
دایره است . 

و اګر صفحه » نه برمحور عمود و نه باآن موازی باشد » مقطع آن 
دد سطح استواني بیصی است . 

و بالاخره !گر صفحه‌ای به موازات مو لدها (یامحود)» سطح استوانی 


را قطع کند؛ فصل مشتر کش با سطح استوانی › دو هو لد » رعنی دو خط راست؛ 
خواھد بون . 


نمرين 


۹ اذيك مقطع مخروطى يك خط هادى بك مماس وخروج أذمر كز 
داده شده است ؛ مکان هندسی کانون وابسته به آن هادی را بدست آورید . 

۴ اذيك مقطع مخروطى يك خط هادى » يك مماس با نقطة تماس و 
خروج اذ مرکز را داده‌اند ؛کانون آن دا بدست آورید . 

۴ خط هادی و دونقطه از يك مقطع مخروطی داده شده است . مکان 
کانون آن را بدست آوریں . 

مقطع مخروطی را را معلومات زیر بسأزید : 

۴ے خط هادی و سه نقطه . 

ھ۵ خط هادی و دو نقطه و مماس بر مقطع مخروطی دد یکی از آن 
دو نمطه . 


| 
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ا 

۶ يك کانون » خروج اذ مركز » بك مماس با نقطة تماس . 

۷ دو خط هادی و دونقطه . 

۸ دو خط هادی » یك نقطه و مماس بر ان نقطه . 

. یك خط هادی » دو نقطه و خروج اذ مرکز‎ Q۹ 

٥‏ يك خط هادی » مركز و یك نقطه. 

۹- مطلوب است مکانکا نو نهای هدلو لی که يكمجانب ويك خطهادی 
آن داده شده باشند (اذتجانس استفاده‌کنید) . 

هذلولی دا بامعلومات زیر بساذید : 

۳ يك‌کانون و هادی آن و امتداد يك مجانب . 

۴ يك مجانب ١‏ يككانون و يك نقطه . 

۴ بك مجانب » يك هادى و بك نقطه . 

۵ يك مجان » يك هادی و يك مماس. 

۶ سه منحنی مخروطی را اذ نظر قطایای پونسله با هم پسنجید . 

۷ سه منحنی مخروطی دا اذ نظرقرینة یك‌کانون سبت به يك خط 
مماس با هم سنجید . 

۹۸ سه منحنی مخروطی را از نظر تصویر يك‌کانون بر خط مماس یا 


هم بسنجید . 
امتحان هندسه و مخر وطات سال ششم ر یاضی 
دبیرس‌تانها و داوطلبان متفر ق کشور در خرداد ۱۳۴۴ 
(وقت E‏ 
قضية ۹ در دوران زاو ده سن هر دو یاره<ط متناطر »هساوی است 
با زاونه دوران . 


قضية ۴ روی رط کەو اه توافقیرا قطع كند» نقاط تقاطح 
ل ك تعسيم تواقفقی ھی دھہدک 


ا 

قضبة ۴ قطبپای تمام خطہا ی که بر مك‌نقطه می گذرند» رقطبی 
اون نقطه رار دارند . 

قضیة ۴- تصو بره رکانون برضی برروی هر خط مماس برمنحنی > 
واقع است بر روی دارة اصلى . 

قضية حه در هذ لو لی حاصلضرت فاصله‌های دو کانون إز اك 
هماس » مساو ی ات با هقداز نابت "5ظ . 

قضیة ۶ مماس بر راس سہمی » مکان هندسی تصاو بر کا نون سہمی 
است بر خطوط مماس . 

مسځله ہہ زاو یه xOy‏ و هھ دږ درون ان داده شواک ' 
داەرەای رسم کنہد که از e A‏ و در دو ضلع زاو به مماس اشد . 

سؤالات هندسه و مخروطات سال ششم د باضی د ہیر ستا نها 
و داوطلبان متفر قۀ کګشور دد شهر یور ۱۳۴۴ 


(وقت " 2 


١‏ را طه تواقفقی را تعر جمری کد > و بەكمك أن دو صورت 
مم وگ از را مه توافقی را بابك . 

ت E‏ در هر چپار ضلعی کامل هر فطر به وسل دو وطر 
و به سمت توافقی تقسیم هی‌شود . 

کے افکایں وا تعر یف کروہ و مان گند جه وقت اتعکاص من و 


و ست 
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۴ مسمله = دایره‌ای رسم که بر دو نقطه مفروض ۸ د 8 
پارو و بردایرةٌ مفروض (۸ و 0) عمور باشك . 

هھ طرز ترسیم مماس بر سی به موازات امتداد معن دا شرح 
دھہل . 

۶ (قضابای ډو نسله دد مضی) هر گاہ از نقطه‌ای دومماس بر بیطی 
رسم‌کنیم اولا ذاویة بین هر مماس خط که آن نقطه را به بك کانون 
وصل می کند مساوی است با داویه بین مماس دیگر وخط واصل بهکانون 
E‏ مفروش رعنی نقطةٌ تقاطع دوهماس دا به 
بكکانون وصل می‌کند نیمساز زاوا بین شعاع حاملہای واصل از آن 
کانون به دو نقطه تماس است . 

۷- ٹا بت کنید مکان هندسی نقاطی که از آ نپا می‌توان دو مماس 
بر هذ لولی رسم کرد داروا ا وران مر کز هذلولی 
و شعاعش ط- ۷4 است (دايرة مونژ) . 

امتحان هندسه و مخروطات سال شف دباضی د لیر ستا تھا 
و داوطلبان متفر ق شور در خرداد ۱۳۴۵ 
(وقت 2 اقتا 

الف هندسه 

اسا هر گاه خطی به موازات بك شعاع e‏ توافقی 
رسم شود سه شعاع e‏ ول ع 

E E‏ اوساط افطار چہارضلعی کامل سه نقطه‌اند بر یك 


اس امت . 


ا 

۴- دابرة (0) وخط (4) مفروضند ؛ دایره‌ای به شعاع معلوم ۴ 
علوری رسم کنیں که در دأورة مفروض (0) عمود باش و روی خط ( 4 ) 
وتری به طول معلوم ( | ) جدا كنك . بحث . 

ب مخر وطات 

۹- (قضا بای يو نسله درسہمی) هر گاه از نقطه‌ای دومماس بر سپمی 
رسم شود ا : 

ارا راو کن اا عماس و وال ےھ کون رای ایت ا 
زاو بین مماس دیگر و خط موازی با محور . 

E‏ که نوله تقاطع دو مماس را به‌کانون وصل هی کند 
راوه بن شعاعپای حامل نقاط تماس را نصف می کند . 

۳ اولا ۔ برهذلولی مفروضی مماسپابی رسم کنیدکه به موازات 
امتداد معنن 4 باش ؛ بحث کنن . 

انيا - وقتی که بتوان دو مماس متوازی بر هذلولی رسم کرد ثابت 


کہں خط وأصل دمن در aa‏ تماس ET‏ هذ لو لی می گذرد 


امتحان هندسه و مخر وطات سال ششم د یاضی دبیر ستا نها 
و داوطلبان متفر قة کشور در شهریور ۱۳۴۵ 
(وقت ۳ ساعت) 
اآف ‏ هندسة 
قضیة ١‏ هر تغسرمکانی که بك شکل تغسر نایذ بر در صفحه خود 
انجام دهن » یك انتقال است با ىك دوران . 
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قضیة ۲ اکر ۸ و 8 بترتت منعکسہای نقاط ۸ و 8 در 
اکا (ڄ و 0) باشند » ابت کنہد : 
AB.|lk‏ 

OA. OB 

مسمله ‏ روی خط معلوم 4 نقطه‌ایتعسن کنہدکه چون‌از ان نقطه 


AB = 


دو هماس بر دو دايرة معلوم € و € ( که با4 روی بك صفحه قرار 
دارند) رسمکنيم » 4 زاويه بين دو مماس را نمف‌کند . 

ب ہ مخر وطات 

1د از نقطه‌ای مانند ۲٩‏ که درصغحه بمضی مفروضی | خت ارمی‌شود» 
مماس ہا مماسپایی بر آن بیضی رسم‌کنید ؛ (بحث) . 

سد رة اض ودل لے هکان هدس تاور کا بوم ات روی 
خطوط مماس بر هذلولی . 

۳ اول سپمی را تعر یف کنہد؛ داراهتر› تحت مماس و يٿ فام 
در صم کد اسن ؟ 

ا امت كسد تحت ادم سہمی در هر بك CT EE‏ 
دارامتر سہمی است . 

امتحان هندسه و مخروطات سال ششم د یاضی دبیرستا نها 
و داوطلبان متفر قة کشور در خرداد ۱۳۴۶ 
e‏ 

۹ہ ا ت کندقطہہای تمام خطوط راستی که بر يك نقطە‌می گذر ند» 
ران ره 

کچ ات به د عک یں دا رهاق که ر فی اعاس د باشد» 


ك دادره خواآهی دود 


۶ 


۴- دو دایرة متخار ج به مراکز 0 و0 مفروضند؛ ازنقطة دلخواه 
۶ واقع بر محور اصلی این دو دایرہ مماسپای P۸‏ و P8‏ را بترتیب 
بردو دایر؟ 0 و 0 رسم می‌کنیم ؛ ثابت‌کنید خطی که نقاط ۸ و 8 را 
Ree‏ وصل ھی کند » بر یکی از مراکز مجانست مستقیم ہا معکوس 
امن دو دایره می گذرد. 

۴- دوخط به‌موازات امتداد معین ۵ بر بیضی مماس کنید (با شرح) 
Sale Sle CEE Co,‏ 
بمضی می گذرد . 

۵ ثابت کشد هر گاه از نقطه‌ای دو مماس برسپم‌ی رسم شود : 

e o e od 
. زاوی بین هماس دیگر و خط موازی با هحور‎ 

ب خطی که ازنقطة تقاطع دومماس به‌کانون وصل شود »› زاويه 
بین شعاعہای حامل نقاط تماس را نصف می کند . 


امتحان هندسه د مخروطات سال ششم ر یاضی د بیر ستا نا 
و دادطابان متفر ق ةکشود در شهر یور ۳۴۶ 
(وکت ‏ ساعت) 

1- رسم بیضی به وسیله نوار کاغذی را با شرح و استدلال کامل 
E‏ 

۳-ثابت کنید تصوبر کانون هذلولی بر روی خط مماس بر آن 
هذلولی » بر داءرة اصلی أن قرار دارد . 

۴ رم مماس بر سپمی از نقطه ٣۴‏ واقع در خارح إن سېمیرا 
با استدلال کامل بنوسید . 
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۴- چہارضلعی کامل را تعر وف ‌کرده و ثابت‌کنید در هر چپارضلعی 
کامل » هرقطر به وسل دو قطر دیکر به نبت توافقی تقسیم می‌شود . 

ھ هر گاه مر کزهای سه دایره بریك امتداد نباشند »› ثا بت کنیں : 

الف - سه مر کز تجانس مستقيم اا ا 

ب دو مرکز تجانس معکوس و یك مر کز تجا نس مستقرم بر يك 
اماد است:. 

۶ چپارنقطة 4 و 8 و € و 0 بك تقسم‌توافقی تشکیل‌می‌دهند 
(۸ و 8 مزدوج بکدیکرند) ؛ اگر نقطةُ ۸ را مرکز انعکاس قراردادہ 
ومنعکسپای قاط 8 و € و را با این مرکزوقوت دلخواه ا بترتیب 
قاط 8 و € و 7 بنامیم » ثابت‌کنید 8 وسط 07 قرار دارد . 


امتحان هندسه و مخروطات سال ششم د ډاضی د بیرستانها و 
داوطلبان متفر قة کشور در خرداد ٩۳۴۷‏ 
وف ٢‏ ساعت) 

۹- ناحیه داخلی وناحیة خارجی بضی‌را تعر ف کرده وثاب ت کند 
مجمو ع فواصل هر نقطة داخل بیضی از دوکانون » کوچکتر است از هو 
مجموع فواصل هر نقطْة خارج بیضی از دو کانون» بزرگتر است از ۲8. 

ومان سدس وا وار ان کات ران درعیای 
عمود برهم برهذلولی رسم کرد > دایره‌ای است که مر کزش مر کز هذلولی 
و شعاعش 'ط "ھ۷ باش (دایرۂ مونڑ) ؛ یحث در حالات مختلف . 

۳ تحت مماس را در سپمی تعر یف کرده و ثاب ت کنید راس سپمی 


همواره 5È)‏ و سط حت مماس ا ۰ 


۷9 

۴ ا هر گاه خطی به موازات ت شعاع ا توافقی 
رسم شود» سه شاع دىکر بررویآن » دو داره‌خط متساوی جدا می کنند. 

۵- ثابت‌کنید منعکس مر کز دا یره‌آی‌که برقطب انعکاس نگذرد» 
مزدوج توافقی قطب انعکاس است سیت هور آکرائ ری ارغان 
آن دایره‌که برقطب انعکاس مرورکند . 

مسڅله - دو دابر؛ متخارج 0 و 0 و قط ۸ خارج هر دو 
دایره مفروض است ؛ دایره‌ای چنان رسم‌کنيدکه ار ا ک ردو 
O ITD CS‏ 

امتحان هندسه ومخر وطات سال ششم دیاضی دبیرستا نها 
ود !و طلبان متفر ق کشور درشهر دور ۱۳۴۷ 
(مذت ۷ شاغت) 

۹- ٹابت کنہں قدر مطلق سہت عرض هر نقطه ار بیضی به عرض 
e E a‏ 
تقارن سضى ) . 

۴ ابت کنید هذلولی دارای دو محور تقارن عمود برهم و بك 
رن ا ووی رن ن :ل 9ود ی غو 
هضف آن است و عر کر قفاون + وسط ۴۳ هباشت 

۴۳ ابت کند هر گاه از نقطه‌ای دو مماس بر سہمی رسم شود : 

ال زاو ده سن ٧ك‏ مماس و Slo‏ نقطه به کانون 
مساوی است با اوه بن هماس دیگر و خطی که از أن نقطه موازی 


را محور ر سم شود . 


٠ 
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ثانباً - خطی که از نقطه تقاطع دو مماس به کانون وصل شود » 
زاوبه بین شعاعړای حامل نقاط تماس را نصف می کذد . 

۴س دوران را تعر یف کرده و ثابت کښد که در دوران زاوبه بین 
هر دو باره خط متناظر مساوی است با زاویه دوران . 

کے ایت که انان ر د کے میں درور نط ایک 
باخط واصل بن آ ن دو نقطه زوابای متساوی می‌سازند . 

مسئله - سەنقطه 4 و 8 و € بەھمىن تر تىب بر ك خطراست قرار 
وأارند . اگر ۸ مزدوج تدوافقی ۸ نست بە( 8 و € ) و 8 مزدوج 
توافقی 8 نست به (€و ۸)و ° مزدوج توافقی © نست به (۸ د 8) 
باشند» ثابت‌کنید € و0 نسبت به 4 و 8 مزدوج توافقی دگ ف 

امتحان هندسه و مخروطات سال ششم دیاضی دبیرستانها 
و داوطلبان متفر ق کشو ر در خرداد ۱۳۴۸ 
(مدت ساعت) 

هندسه 

٩‏ امت کنید فاصله بن منعکسپای دو نقطه مساوی است يا 
حاصل ضرب قدر مطلق قوت انعکاس در فاصله بين همان دو نقطد تقسيم 
بر حاصل‌ضرب فواصل آن دو نقطه ازقطب انعکاس . 

: به دو سژال از سه سؤال زیر به انتخاب خود پاسخ دهید‎ ٣ 

الف ٹا بت کنہد انتقالشکل را غر نمی دهد عنی تغسرمکان | ست . 

E 
. ضلعی کامل‌هرقطر به وسیل دو قطر دیگر به نسبت توافقیتقسیم می‌شود‎ 


Rh ®‏ هندسه و مخروطات 
ea‏ 
از ارہ ا | TT‏ 
مسثله ‏ دادر" Ea e‏ 5 دا نر 
ده مر کز 0 و خط ([ خارج ان و نقطه ۸ سن 


و دايره مقروض | 
AE‏ 


خط 


و : أ 
خط و دا نره معر وم 
٤‏ ممأاس باشد( ا ا کامل) 


| ا“ : از نقطه‌ای دو مماس در بہصسی رسم كنم : 
2 ¬ راو به ہے ~ 
) هرمماس و خطی که أن نقطه را به بك کانون 


وصل چ هساوی أ 
ست دا زاو ده سن مماس س 3 خط واضل د 


کانون دگ 


E 
A نقطه مغر وض دح وه ةا دو مماس را‎ ۵ 


مسار زاره ن اف اى عل وا سل از ان 
N‏ 
5 ست (قضه دو نسله) . 
۳ ا e‏ ّ 
ت حاصل ضر ب قفاصله‌هایى دو کانون هذ لو لی‌از مماس 
ر ان مساوی است ا 
مقدار b" e‏ . 
۴۳ به یکی أ 
در سوال رر ره | تخاب خود داسخ دھہد : 
الف ہ ثایت 
کا نىد خط مماس بر راس سپمی مکان هندسی تصاو در 
نون ا ا ر 
خطوط مماس ۰ 
ت أ .= : 
مةر وض ۲ دو مماس سد ر ت واه 


أ 


1۵۲ ا 


ي 


امتحان هندسه و مخروطات سال ششم د باضی دبیرستا نها 
و داو طلسان متفر 5ه کشور درشهر دود ۱۳۴۸ 
(مدت َ ا 

ثابت کته هر تخیر هکان که بك شکل تخسر ایدیر در صفیحه 
و ا وچو عار ت ات ار ا اال ا وران . 

۳ ثابت کنید قطبی هر نقطه سبت به وات دا وره خطیاست مستقیم 
عمود برقطر ىزان نقطه می گذرد . 

۴ مسئله - دایرة ( 8R‏ , 0 ) و ارہ خط ۸8 در خارح آن 
داده شده است . دابره‌ای به شعاع معلوم ۲ و مماس بر دایرةٌ 0 چنان 
ر و چون از نقطۂ ۸ مما آ۸ را بر ان رسم کنیم »> طول 
مماس آ۸ برابر پارہخط ۸8 گردد ( رسم باك جواب با استدلال 
کامل ) . 

اکر دو مماس متوازی در بیضی رسم E a‏ 
تقاط تماس این دو مماس سیت به مر کز ضی قر نه Te‏ ا 

ھ۵ خطوط مجانب هذاو لی مفروض را به دو طرق : 

الف به وسبلة دار ة هادى » 

a 
با استدلال کامل رسم کنید.‎ 

۶ فصل مشترك وك خط راست را ہا سہمی مفروض درحالت کلی 


و در حالتی 5و ارون سپحی می گذرد ددست اور وق 1 


س 


امتحان هندسه و مخروطات سال ششم د لاضی ر ےرا 
و داو طاسان متفرةه کشو ر در حر داد ۱۳۳۴٩‏ 


(مدت - ساعت) 

مخر وطات 

٩‏ ابت کنید حاصل‌ضرب فواصل کانونہا از هرخط مماس بر 
ا درابر مقدار ات "ظط است 

از نقطه مغرو ص P‏ مماسپادی در بك هفلو لی ر سم كنيد . يه 
جه شرطی مماسا فا بل رسمنه و به کدامہك از شاخه ها رسم شده انك ؟ 
(بحٿ کنید) . 

۴ بهکمك دایر هادی چگو نه بیضیباهذ لو لیر سممی کنید(یکی 
از دو سوال را بنوسید ) . در صورتی که بخواهید با نقطه ا بی سېمی 
رس مکنید » چه می کنید ؟ (مك طرمقه را شرح دهید) . از این راه رسي 
ا و 
وو این کر کے را ورو دارت کروهد. 

۴ ثابت کنید تحت قائم سپمی در هر یك E‏ 
پار امتر *ی است 

کسه 

۵ تىدیل و تغبیرمکان را فقط تعر یف کنید و ثابت کنید برای 
شناختن وضع جدید شکلی در تغییرمکانی کافی است اوضاع جدید دو 
ل معلوم افك 

۶ ابت کنىد محورهای اصلی سه دا ره که مراک اا عر ك 
استقامت نباشند» متقار بند. نقطة مشتر ك محورهای اصلی راچه می نامند؟ 
در صورتی که مراکز سه دایره بر یك استقامت باشند » محورهای اصلی 


چه اوضاعی خواهنں داشت ؟ 


۲ 
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قطب اين خط 


ی را باختار انتخاب نموده جواب دهید : 

ئ تاه اط E‏ 
می‌دا نید خطی که 
قطہپای دو خط را به هم وصل می کند » چدو نه خعلی است ؟ 

ly A To 
. است. اندازة شعاع این دایره و نیزفاصلةآن راتا قط انعکاس‌تام بر د‎ 


می لر ڏک › بعنی مشار تىك . 9 | ا 


مسشاه ہہ فاا عر مشخص ABC‏ در دأسرة 0 مح اط ات ٤‏ 
ارتفاع نظیر راس ۸ را رسم می‌کنیم (۸۲ روی ضلع 8€ است). 
خطی مماس در دا درة ھور جنان ر ا ئا افا اضلاع AB‏ 9 
€ را بترتیب در ٤£‏ و ۴ قطع کند و ۸۸ نیمساز یکی از زواہای 
سن دو خط ٤‏ ھ۸ و ٣۴‏ ۸ باشد. 


امتحان هندسه و مخروطات سال ششم د یاضی دبیرستانها 
و داو طلان متفر قۀ کشو ر در شېر ,يود ۱۳۴۹ 
(مدٽت 


أ 


۹ افد ما ذس‌هر چندضلعی E‏ هتشا یه 
o‏ چندضلعی متشا بەدر چە‌صو رت مت جا نس‌می باشند؟ | یامی تو |نىدورای 
تشا هدو چندضلعی تعر دف جد نیدی نو سند؟ فرق بین تشا بهو تجا نس در حست؟ 

٣ے‏ قطبی ىك ئقطه ا ف داي ه چىست» تعر دف و سيس 
ت ع e‏ را بهو سىلە قط ووطبی نسبت بەبكى از دایره‌های 
ن به شکل Eu‏ ادل ا 

۴ دادر أ نعکاس چىست ؟ e rl‏ دو دار همان به هروضح 
ا ل E‏ . قوتت | نعکاس را دں این 
حالت . 


معداط ی خارحی ۱ 


ر حسی فوت مر کز نکاس سەت ده دو دادره ا ۶ 


۶ هندسه و مخروطات 

محر و طات 
۴ اگر ازنقطه‌ای مانند ۳ دو مماس بریکی ازمقاطع مخروطی» 
فقط یکی (بیضیء هذلولی ہا سہمی) رسم شود» ثابت کنید خطوطی که 
۶ را به کانو نپا وصل می کنندبا خطوط ممای زوایای متساوی می‌ساز ند. 

ھ ناحیة داخل و ناحیةٌ خارج در هذلولی‌کدامند ؟ ثابت کنید 
تفاضل فواصل هر نقطة واقع در داخل هذلولی از دوکانونآن » بزرگٽر 
است از ۲4 (عدد ثابت هذلولی) . 

۶ خطی مماس برسیمی رسم کنید که به موازات امتداد مفروضی 
باشت. نقطه تماس را تعسن کنىد. بەچه شر طی رسم مماس مم اس 

کے ابت کو غ فاد می مان هدس اط ست که اران 
تقاط مماسہای عمود برهم پرسهمی می توان رسم ا 

۸- دایرۂ اصلی یك مقطع مخروطی و کی از کانونپای آن را 
در نظر ر ؛ قطبی ابن کانون را ست به دادر اصلی چه می نامنں؟ 
چه تعر یف مشتر کی به كمك یك نقطه مثل ۴ و بك خط مثل 4 برای 
مقاطع و ہے ای ان را بنویسید و از هم متمایز سازید . 

مسخله ‏ سه نقطه ثابت 4 و 8 و ¥1 غر واقع بی ناتا استقا مت 
مفروضند . از ۷1 خط متغىری مانند ۸ می گذرا نیم یو فد ک4 در 
حالت کلی بر دو نقطۀ ۸ و 8 می‌توان دو دایره گذرانږ که بر خط ھڅ 
مماس باشند : 

اولا - این دودایره رارسم‌کنیں (راه‌رسم رابانذکردلیل‌شر حدهید). 

ا به فرض | نکه € و © نقاط تماس دوایر مذکور یا خط 
متخیر4 باشند» مطلوب‌است مکان هندسی نقطة ۸ مزدوج توافقی سبت 
به دو نقطةٌ € و 5 . : 3 

شکلہای لازم را بدقت رسم كنيد . ,بايان 


khosro1 1۵۲ 


